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Resumen

En este trabajo presentamos y analizamos un esquema de elementos finitos que arroja
aproximaciones de Galerkin discontinuo para las soluciones del sistema estacionario
de Boussinesq para la simulacion de fendmenos de flujo no isotérmicos. El modelo
consiste en un sistema tipo Navier-Stokes, que describe la velocidad y la presién
del fluido, acoplado con una ecuacién de adveccion-difusion para la temperatura. El
esquema numérico propuesto se basa en la técnica estandar de penalizacién interior
y un enfoque de aproximacién para los términos convectivos no lineales y emplea los
elementos de divergencia conforme Brezzi-Douglas-Marini (BDM) de orden k para
la velocidad, elementos discontinuos de orden k£ — 1 para la presion y elementos dis-
continuos de orden k para la temperatura. Resultados de existencia y unicidad es
muestran y establecen rigurosamente, tanto para el esquema continuo, como para el
discreto y se derivan estimaciones del error a priori, 6ptimas. Los ejemplos numéricos
respaldan las tasas de convergencia tedricas esperadas, asi como el buen comporta-

miento del modelo propuesto.
Palabras claves: Ecuaciones de Boussinesq, método de elementos finitos, método

de Galerkin discontinuo, elementos de divergencia conforme, teoria de punto fijo,

analisis del error a priori.
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Abstract

In this work we present and analyze a finite element scheme yielding discontinuous
Galerkin approximations to the solutions of the stationary Boussinesq system for
the simulation of non-isothermal flow phenomena. The model consists of a Navier-
Stokes type system, describing the velocity and the pressure of the fluid, coupled to
an advection-diffusion equation for the temperature. The proposed numerical scheme
is based on the standard interior penalty technique and an upwind approach for the
nonlinear convective terms and employs the divergence-conforming Brezzi-Douglas-
Marini (BDM) elements of order k for the velocity, discontinuous elements of order
k — 1 for the pressure and discontinuous elements of order k for the temperature.
Existence and uniqueness results are shown and stated rigorously for both the conti-
nuous problem and the discrete scheme, and optimal a priori error estimates are also
derived. Numerical examples back up the theoretical expected convergence rates as

well as the performance of the proposed technique.

Key words: Boussinesq equations, finite element methods, discontinuous Galerkin

method, divergence-conforming elements, fixed-point theory, a priori error analysis.
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Capitulo 1

Introduccion

Los flujos no isotérmicos se refieren se refieren a un proceso fisico basico de flujos
de fluidos con temperatura variable. Este proceso aparece con frecuencia y su in-
vestigacion es de crucial relevancia en divesas situaciones de ingenieria y ciencias
aplicadas que abarcan, por ejemplo, flujos geofisicos, atmosféricos y oceanicos, reac-
tores quriicos y nucleares, procesos de calentamiento y enfriamiento, entre muchos
otros. La hipdtesis de Boussinesq permite estudiar dichos flujos bajo el supuesto de
que las variaciones en la densidad del fluido no tienen efecto sobre el campo de flujo,
excepto que dan lugar a fuerzas de flotabilidad [7, 37].

El modelo matematico basado en la aproximacién de Boussinesq para flujos no
isotérmicos es un sistema que consta de las ecuaciones de Navier-Stokes (para des-
cribir la velocidad y presién del fluido) y una ecuacién de adveccién-difusiéon (para
modelar el campo de temperatura) acoplado mediante un término de flotabilidad y
transferencia de calor por conveccién. Debido a su relevancia y complejidad, has-
ta ahora se han propuesto variadas técnicas para aproximar éste y otros modelos
relacionados. (ver, e.g., [2H4] [6, 12] 13| 15H18, 21H23), B3H35] B8] y referencias de
esto).

Hasta donde sabemos, [0] es el primer método desarrollado para este problema basa-



do en una formulacion de elementos finitos primal. Aqui, se aplica la teoria de grado
topoldgico para establecer resultados de existencia de soluciones y, a nivel discreto,
se muestra que el uso de subespacios de elementos finitos de igual orden para la
velocidad y la temperatura conduce a una convergencia éptima. Los mismos resul-
tados se amplian, posteriormente en [I8] usando una técnica de elementos finitos
dual-mixta, empleando el Principio de Leray-Shauder y, a nivel discreto, espacios de
elementos finitos compatibles con la condicién inf-sup, construidos sobre triangula-
ciones con una estructura de macroelementos [29, 30]. En [2] [12] 23] B3H35] B8] se
proponen otras técnicas primales, que incluyen estrategias basadas en proyecciones,
adaptabilidad y aproximaciones de velocidad con divergencia nula, mientras que los
trabajos [3], 4, [I5HI7) 21], 22] proponen esquemas de elementos finitos mixtos. Estas
referencias consideran un modelo con pardmetros constantes y/o dependeientes de

la temperatura y diferentes condiciones de contorno.

En particular, [33-35] proponen esquemas esquemas de divergencia conforme, basa-
dos en un método de Galerkin discontinuo para las ecuaciones de Navier-Stokes, que
producen aproximaciones de velocidad con divergencia exactamente iguales a cero;
una condicién esencial de las ecuaciones gobernantes, ya que esto, particularmente,
garantiza que las soluciones de las ecuaciones de flujo sean localmente conservativas
en términos de estabilidad de energia (ver [10, 11}, [32], para més detalles al respec-
to). Con respecto a la ecuacién del calor, se realizan métodos primales estandar,
mixto-primal (introduciendo un multiplicador de Lagrange) y mixto (introduciendo
una variable vectorial adicional) formulationes que han sido propuestas en el mis-
mo. Resultados de existencia de soluciones han sido establecidas suponiendo que
el dato Dirichlet de la temperatura es suficientemente pequeno, cuando se trata de
una condicién de Dirichlet no homogénea para esta variable. A su vez, la unicidad
de soluciones débiles son garantizadas bajo supuestos de regularidad adicional y la

unicidad de soluciones discretas queda como un problema abierto.




De acuerdo con lo anteriormente expuesto, el objetivo de este trabajo es disenar un
nuevo método de elementos finitos para el problema de Boussinesq con las principales
caracteristicas de [I8] and [34], es decir, que herede sus ventajas, desde el punto de
vista tedrico, computacional y fisico. De esta manera, después de escribir el problema
fuerte en su forma débil estandar, extendemos la propuesta usada en [I8] para derivar,
explicitamente, estimaciones a priori para soluciones en términos de datos, a través
de un operador de extension adecuado para el dato Dirichlet de la temperatura. Este
ultimo, nos permite establecer, entonces, un resultado de existencia de soluciones
gracias al Principio de Leray-Schauder sin ninguna restriccion sobre datos. Ademés,
la unicidad se establece asumiendo datos suficientemente pequenos y no se necesita

ninguna hipédtesis de regularidad adicional.

Se desarrolla un esquema de Galerkin completamente discontinuo basado en la técni-
ca estandar de penalizacién interior (esto es, tanto para las ecuaciones del fluido,
como de la temperatura), tal como en [34]. Los subespacios de elementos finitos
estan dados por elementos de divergencia conforme Brezzi-Douglas-Marini (BDM)
de orden k para la velocidad, y elementos discontinuos de orden k—1 y k para la pre-
sion y la temperatura, respectivamente. Similarmente al caso continuo, mostramos
resultados de existencia y unicidad de soluciones discretas y estimaciones del error a
priori con orden 6ptimo. Ademas, debido a su construccion, el método produce una

aproximacion para la velocidad con divergencia nula.

El trabajo esta estructurado como sigue. Comenzamos en la Seccién [2.1.1] estable-
ciendo algunas notaciones y definiciones preliminares para, luego, introducir en la
Seccion las ecuaciones gobernantes, condiciones de frontera, suposiciones sobre
datos asi como la respectiva forma débil del problema. El respectivo analisis de solu-
bilidad se lleva a cabo en la Seccién [2.1.4] En toda la Seccién [3]se introduce y analiza

el problema discreto. La Seccién describe el andlisis de error a priori. Finalmente,
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se confirman las tasas de convergencia tedrica y el buen comportamiento del modelo

propuesto se ilustra en [5( con un par de ejemplos numéricos.




Capitulo 2

El problema de Boussinesq y su

formulacion débil

En este capitulo introduciremos nuestro problema modelo, lo escribiremos en su
forma débil, discutiremos las propiedades de estabilidad de las formas involucradas,
y revisaremos algunas propiedades tedricas que aseguran la existencia y unicidad de

la solucién.

En este capitulo se realiza el analisis continuo del Sistema de Boussinesq, que
involucra estimaciones a priori y propiedades de estabilidad, las cuales se utilizan
para el buen planteamiento del problema y posterior demostracion de existencia y

unicidad de solucién.



2.1. El problema modelo

2.1. El problema modelo

2.1.1. Notaciones y definiciones preliminares

El modelo que a considerar se establecerd en un dominio espacial, abierto y
acotado  C RY, con d = 2 o d = 3, con frontera poligonal en 2D y poilédrica en 3D T’
y vector exterior unitario normal n. También, suponemos que I'p , I'y C T satisfacen
quel'p NI’y = 0, |Tp| > 0y’ = I'p UT'y. Se emplearan notaciones estdndar para
espacios de Lebesgue y de Sobolev. En particular, W*?(Q) (s > 0) representa a todos
los espacios de funciones de LP(€)) (p > 1) cuyas derivadas, en sentido distribucional,
que llegan hasta el orden s , estan en LP(€2), y sus respectivas normas y seminormas
son denotadas por || - |[spo and |- |5, 0. Cuando p = 2, denotamos por H*((2) :=
W2(Q), - llse =l ls2e ¥ | lso =

dominio I'p corresponde al espacio de trazas, denotado por H'/?(I'p), sobre I'p con

sp.0, Tespectivamente. El caso s = 1/2 en el

norma definida como

Ill1/20, = inf {[[W]a: ¢ € H(Q), ¢, = ¢}

El espacio de funciones con traza cero sobre el subdominio I'y C T, con |I'y| > 0,
serd denotado por H} () (o Hj(Q2) cuando I', = TI'), para lo cual, gracias a la
Desigualdad de Poincaré Generalizado, existe Crp > 0 (dependiendo sélo de Q2 y
r,), tal que

llho < Ceeléha Ve HL (), (2.1)

También, usaremos y denotaremos por L2(€2) al espacio de funciones de L? tales que

su integral sobre €2 es cero. Asimismo, haremos referencia a los espacios de Hilbert
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2.1. El problema modelo

vectoriales como sigue

H(div,Q) := {w e [L*(Q)]* : div w € L*(Q) },
H(div,Q) := {w € H(div,Q) : w-n =0 sobre I},
H(div®,Q) := {w € Hy(div, Q) : divw=0 en Q}.

Ademas, recordamos que el embebimiento de Sobolev H'(Q2) < L%(Q)) se cumple
para 1 < g < oo donded =2y 1< q <6 donde d = 3. En particular, existe una

constante Csop(q, d) > 0, dependiendo sélo del dominio, tal que

¢>1 sid=2,
[YVllo.g.0 < Csob(q, d)|Pb]10  para (2.2)
€[1,6] sid=3.

— (2= . .
V. = ( 8@)1 <i<n denota el operador gradiente para campos escalares, mien
tras que los operadores gradiente, laplaciano y divergencia para un campo vectorial

velocidad v = (v;)1<i<, son denotados, respectivamente, por

Ov; 0%v; ov;
Vv = <8xj>1<ij<n , Av = div (Vv) Z o 2 , y div ( Z@xz

2.1.2. El problema de Boussinesq estacionario: Formulacién

fuerte y débil.

Las ecuaciones para describir flujos estables impulsados térmicamente en un do-
minio €2, usando la aproximacién de Boussinesq, se describen como sigue. Encontrar

la velocidad u = (u;)1<i<q : 2 — RY, la presiéon p : Q@ — R y la temperatura

7



2.1. El problema modelo

0 : Q2 — bR satisfaciendo el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales parciales

—vAu+ (u-V)u+ Vp —0g =0, divu = 0,
en €1, (2.3)
—div(KV0) + u-V6 = 0

donde v > 0 representa la viscosidad cinemética del fluido, g € [L?(£2)]? es la acele-
raciéon debida a la gravedad y K € [L>()]9*? es un tensor definido uniformemente

positivo asociado a la conductividad térmica del fluido que satisface la propiedad
r- Ko > ko |z|*, Vo eRY, para algin g > 0. (2.4)

Las ecuaciones de la primera fila de expresan el momentum y la consevacion
de masa, respectivamente y la iltima ecuacion de la misma fila refuerza, particular-
mente, la divergencia nula restringida a la velocidad. El término fg que alli aparece
describe el término de flotabilidad que impulsa el flujo del fluido. A su vez, la ecuacién
de conveccién-difusion que aparece en la segunda fila de expresa la conservacion

de energia y describe la distribucién de calor del fluido.

Para completar el sistema necesitamos especificar, apropiadamente, condiciones
de contorno. Para hacer esto,asumiremos que el fluido tiene velocidad cero sobre la
frontera I' (una condicién de no deslizamiento/condicién de Dirichlet homogénea para
la velocidad del fluido),que su temperatura estd dada en la frontera I'p (condicién de
Dirichlet no homogénea para la temperatura) y que no hay flujo de calor sobre I'y
(una superficie aislada/condiciéon de Neumann homogénea para la temperatura). Por
lo tanto, denotando la temperatura como fp € H'/?(T'p), llegamos a las siguientes

condiciones fisicas de frontera

u=0 sobre I') 06 =60p sobre I'p and 2—920 sobre I'y, (2.5)
n




2.1. El problema modelo

Para lograr la formulacién débil estandar de —, multiplicamos las ecuaciones
en por apropiadas funciones de prueba v € [Hg(Q)]%, ¢ € L§(Q) y ¢ € H}_ (),
respectivamente, integrando sobre el dominio, luego, usando la férmula de integracién
por partes en los términos de difusion y, después, incorporando las condiciones de
frontera (2.5)), obtenemos la formulacién variacional: Encontrar (u, p,§) € [Hg ()] x
LE(Q) x HY(2) con O|r, = Op tal que

5, v) + €% (w;u,v) — B5(v,p) = 25(0,v),
#°(u,q) = 0, (2.6)

AT(0,0) + €T (u;0,9) = 0,

para todo (v,q,v) € [Hg(Q)]? x L§(Q) x H_(Q), donde las formas bilineales
5 [HF Q) x [HE Q)] - Ry T : HY(Q) x H(Q) — R estdn definidas por

ds(u,v):V/Vu:Vv, y ,;zﬂ(e,w):/Kve-w, (2.7)
Q Q

B5 : [HH Q)] x L3(2) — R es la forma bilineal asociada al operador divergencia, a

saber

B (v,q) = /quiv v (2.8)

y € [Hg ()] x [Hy(Q)]! x [Hy ()] = Ry €7 : [Hy () x H'(Q) x H'(Q2) - R

son las formas trilineales vinculadas a los términos convectivos y estan dadas por

“wiuv) = |

Q

(Va)w-v, v %T(me,w):/(w.ve)w. (2.9)

Q

Finalmente, la forma 2° : H'(Q) x [H}(Q)]? — R estd asociada al término de

9



2.1. El problema modelo

flotabiildad y esta definido por

@S(H,V):/QGg v (2.10)

2.1.3. Propiedades de estabilidad.

Mostraremos algunas propiedades de estabilidad de las formas definidas en la
formulacion variacional ([2.6). Usando las definiciones y la Desigualdad de Cauchy-
Schwarz, es facil ver que las formas .27° y /7 definidas en (2.7)) son acotadas en sus

respectivos espacios satisfaciendo

5w, v)| < viile Ivha vuve[H(@Q (1)

(7 (0,0)] < Kl [0]1.0 1]l V0,4 € H'(Q) (2.12)

Ademas, por la Desigualdad de Poincaré con constante Crp > 0, (ver (2.1) ) y por
la propiedad ([2.4)), se sigue que

d*(v,v) = vivlig > vCrellullig Vv e [Hy(Q) (2.13)
AT (v,v) > wolvlig > ko Crell¥llig Vi € Hp, (), (2.14)

De este modo, las formas bilineales @* y /" son elipticas en [H}(Q)] y HE (),
respectivamente. Ademads, por la Desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos que la

forma bilineal %° definida en (2.8) es claramente continua, esto es,

250v)| < lalbalviie  YoeL3Q), ¥ve @ (215)

10



2.1. El problema modelo

y satisface la condicién inf-sup

B° v, (q
sup 2D S glale Vg€ L2(Q), (2.16)
ve[HL ()¢ [vl1e
v#£0

para alguna constante positiva (3, que sélo depende del dominio €2, la cual viene del
hecho de que el operador divergencia es un isomorfismo de X+ a LZ(Q) (y, por lo
tanto, sobreyectivo), donde X representa el kernel de %° (ver [26, Corolario 1.2.4]),

esto es,

X = {v e [HN QL . B(v.q) = 0, Vg e Lg(Q)} - {v e [HNQ . divy = o}.
(2.17)

A su vez, con respecto a las formas trilineales €° y 67 (cf. (2.9))), podemos usar
la Desigualdad de Holder y las estimaciones de Sobolev dadas por (12.2)) para concluir

que

IN

‘%S(w; u, v)‘

[WllogelVuloallviloso < Cllwlie ulie vie (2.18)

0.0 < Cllwliallfllielly

6T (w;0,0)| < IWlloasa 98]0z v o (219)

para todo w,u,v € [HY(Q)]?y 0,v € H'(Q), donde q es consistente con la dimensién
d de acuerdo con y ¢ denota el respectivo conjugado de Holder satisfaciendo
é—i—% = 1. Adicionalmente, usando la férmula de integracién por partes, se sigue que
tanto €° como €7 son anti-simétricas con respecto a las tltimas dos componentes
cuando el primer argumento es de divergencia nula y tiene componente normal cero

en la frontera, esto es,

¢ (win,v) = =€ (wiv,u) y GH(w;0,9) = =€ (w;¢,0) (220)

11



2.1. El problema modelo

para todo w € X, u,v € [H}(Q)]¢y 0,9 € HY(Q). En particular, considerando

v=uyy =0 en (2.20)
Go(wiv,v) =0y EN(wiy, ) =0, (2.21)

para todo w € X, v € [H{(Q)Y y ¢ € HY(Q). Para la forma 2°, usando la
Desigualdad de Holder y la Desigualdad de Sobolev (2.2)) se sigue facilmente que

|95(6.%)| < 16lbasligloalViose < Clgloo 8o vlie (222
2.1.4. Formulacion débil del problema

En esta seccién se mostraran resultados de existencia y unicidad del problema
. Como en la formulacion estandar velocidad-presion de las ecuaciones de Navier-
Stokes, notamos que la restriccion de divergencia nula dada por la segunda ecuacion
de implica que una eventual y respectiva solucién u debe pertenecer al kernel de
la forma bilineal %° (definida en ) y, de este modo, este problema puede ser, de
manera equivalente, reducido a X, prescindiendo de la presién, gracias a la condicion
inf-sup . Por otra parte, para trabajar la condiciéon de Dirichlet no homogénea
en la temperatura, necesitamos introducir una extension, la que denotaremos por,
0, € H'(Q) de p € HY*(I'p) para la cual §y = 6 — 6, € H{_ (). Considerando
0 = 0y + 61, observamos que el problema es equivalente al problema reducido:
Encontrar (u,6y) € X x H}_(Q) tal que:

5w, v) + €% (w;u,v) = 290+ 01,v),

(2.23)
AT (00,0) + € (w;00,0) = —FT(01,0) — €T (u;0,,7)

12



2.1. El problema modelo

para todo (v,¢) € X x Hf_(Q). Inspirado por el enfoque empleado en [18], lo que
sigue, ahora, es derivar estimaciones de solucién a priori para el problema ([2.23|) (ver

seccién [2.1.5)) las cuales ayudardn a probar que existe solucién usando el Teorema

Principio de Leray-Schauder. (ver seccién [2.1.6]).

2.1.5. Estimados a priori.

En esta seccién derivaremos estimados a priori para soluciones débiles para el
problema reducido . Antes de abordar esto, notemos del lado derecho de la se-
gunda ecuacion de que una extension 6 de 0p esta involucrada en los términos
de difusién y conveccién de &7 y €7, respectivamente. Por lo tanto, necesitamos
definir correctamente la extensién 6; para conseguir cotas a priori de soluciones de
manera explicita, en término de los datos y sin ninguna restriccién (Teorema

abajo). El siguiente resultado permitird cumplir este objetivo.

Lema 2.1.1. Sea ) un dominio acotado en R%, d =2 o d = 3, con frontera Lipschitz

continua. Entonces, para 6 € (0,1) cualquiera, existe un operador de extension Fs :
H'?(Tp) — HY(Q) tal que | Es¢llozo < Coll¢lijary y 1Estllie < Co 4]z,
para todo 1 € HY?(T'p).

Demostracion. Ver [18, Lemma 3.2]. O

Teorema 2.1.2. Sea (u,6y) una solucion para (2.23|). Entonces, la siguiente esti-

macion a priori se cumple
||u||17Q S Cl(l/, K7 QD,g) Yy ||00||1,Q S CQ(VaKa QDag)a (224>

donde
Ci(, K, 0p,8) = Cv° |lgllo.q (ko K] + 1) 55 * [|0n]13 jo.r
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2.1. El problema modelo

Co(v, K, bp,g) = Cv =" (ky 'Kl + 1) kg *lIgllo ellopll5 /2.1, -

Demostracion. Vamos a suponer que (u, fy) es una solucién para (2.23)). Por lo tanto,
considerando v = u y 1) = 6, y usando las propiedades (2.20)) y (2.21]) de las formas

trilineales €° y €7, respectivamente, tenemos que

SS(un) = F5(0+bi,),

%T(eo,eo) = —MT(Ql,GO) — %T<u;01,90> = —MT<91,60> —+ %T(u; 90,91).
(2.25)

Usando la elipticidad de &/° y la continuidad de la forma bilineal 2° (ver (2.13)) y
(2.22])) en la primera ecuacién de ([2.25)), tenemos que

v Cre [[ullio < Cllglloe |60 + ille [ullLe
luego, simplificando y usando desigualdad triangular obtenemos

lulie < v ligloo (Iolle + 18:l110) - (2:26)

Por otra parte, usando la continuidad y la elipticidad de @7 (ver (2.12)) y (2.14)),
la estimacién (2.19)) de la forma trilineal €7 (con ¢ = 6 y ¢’ = 3) y, posteriormente,
los embebimientos de Sobolev H'(2)4 — L(Q) y HY(Q) < L3(2) (ver (2.2)) en la

segunda ecuacién de ([2.25)), se sigue que

ko Crp [|60]l 0 < I1K]|oo.0llfollr0 101llLe + l[ullos.ollVoolloallfi]lose

< | Klsegllfollro 161]l.o + Cllulliellfolliollfilloss
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2.1. El problema modelo

Posteriormente, simplificando, obtenemos

10ollie < Crg" (Kl l1ll0 + Tulalléilose) (2.27)

Usando ([2.27)) en (2.26)) obtenemos

lufie < Cvtg

o | (55" Kl + 1) 11 l10 + 5" 1810z lullie ] (228)

Asi, definiendo 0; = Es0p € H'(Q) como la extensién de fp demostrada en se

satisface que
101030 < CollOplliers, v N0lle < C5~I0blli/2ry (2.29)

con § € (0,1) tal que

1

Cv'glloed kg 10blli2r, = =

2 (2.30)

de esta manera, deducimos la estimacion a priori para u usando (2.29)) y (2.30) en
la estimacién preliminar (2.28) para obtener

ullio < Co* v lglloe (k" 1K+ 1) 16pll1/2,rp - (2.31)

A su vez, reemplazando ([2.31]) en (2.27)), obtenemos la respectiva estimacién a priori

para 6, esto es,
16olh.e < Co7* (ko Kl + 1) [100]11/2,0y, - (2.32)

Finalmente, resolviendo (2.30]) para ¢ y reemplazandola en (2.31)) y (2.32)) obtenemos

la expresién explicita tanto para C;(v, K, 0p,g) como para Cy(v, K, 0p, g) estableci-
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2.1. El problema modelo

das en (|2.24)).

2.1.6. Existencia de solucion.

En esta seccién demostraremos existencia de solucién para el problema ({2.23])
usando un resultado, que es un caso especial del Principio de Leray-Schauder cono-

cido como el Teorema de Schaefer. Lo enunciamos a continuacion.

Teorema 2.1.3. Sea X un espacio de Banach, f : X — X una funcion continua

y compacta. Supongamos, ademds, que el conjunto
{xEX : x=Af(x) para algin \ € [0,1]}

es acotado. Entonces f tiene un punto fijo.

Para poner el problema ([2.23)) en el contexto del Teorema ([2.1.3)), consideremos,
primero, la versién linealizada definida como: Dado (w,¢) € X x H} (Q) y 61 =
Es0p, con 6 > 0 definido de acuerdo a (2.30), encontrar (u,6y) € X x H} ()

satisfaciendo

A, v) + € (win,v) = 2%(¢+01,v),

(2.33)
Q{T(e()”l/}) + %T<W7007¢) = _MT(elﬂ/}) - CgT(‘N;elaw)’
o equivalentemente,
((1,00), (V1) = Fwip(v.¥) V(viw) € X x HY(Q).  (234)
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2.1. El problema modelo

donde,

(0, 00), (v,0)) = 5, v) + €% (w;u,v) + &7 (00,) + €T (w;0,1) (2.35)

Fiwas) (V) = D3+ 601,v) — F7(01,0) — € (w01, 0) (2.36)

para todo (v,¥) € X x H%D(Q). En segundo lugar, consideremos la familia de

problemas de punto fijo: Encontrar (w, ) € X x Hp_(Q) tal que
(w,9) = \ZL(w,¢) paracada \e€|[0,1], (2.37)

donde el operador

NZ X xH(Q) — X xHp (Q)

(2.38)
(W, 0) — (u,0p) = (NA(W, ), \%(w, o))
y donde (u,6y) € X x Hp_ () satisface
Do ((0,00), (v, 1)) = AFwe) (v, 1) VY (v,9) € X x Hp (Q). (2.39)

Como resultado, vemos que los problemas ([2.34) y (2.37]), con A = 1, son, en efecto,

equivalentes. El siguiente resultado establece que £ estd bien definido.

Lema 2.1.4. Eloperador £ (cf. (2.38)-(2.39) ) estd bien definido. Ademds, se cumple

que

1

|Zw.0)l < & CvK.Op.8) [(w.0)| + (v K.bp.g) |, (240)

w

para cualquier (w,¢) € X x H (Q), donde Cy,, C3(v,K,0p,g) y Cy(v,K,bp, g)
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2.1. El problema modelo

son las constantes especificadas en (2.42), (2.47) y (??) , respectivamente.

Demostracion. Mostrar que £ estd bien definido es equivalente a establecer que
el problema (2.39) estd bien definido. Sea (w,¢) € X x Hp_(€) dado. Usando las
estimaciones (2.11)), (2.12)), (2.18)) y (2.19) y la Desigualdad de Cauchy-Schwarz ,

tenemos que %, es acotada como sigue

|Mw((u790)7(";¢))‘ < "Q{S(uav)‘ + ‘%S(WJ U.,V)‘ + |%T(907¢)| + ‘%T(er(]awn
< viuliellviie + [Kleelbollio lle + Cllwlha lalliellviiie + Cllwllia [6ollia 1]
1/2

, 1/2
< Cméx {v, [Klloo0, [[Wlio} (lallfq + 16l e) ™ (IVITa + 113 0)

< Nl 10w, o) [ (v, )

con constante positiva ||y || = C max {v, || K||s,0, [|W|/1,0}. Adicionalmente, gracias
a la elipticidad de @° y &7 (ver (2.13) y (2.14))) v a la propiedad de ¢’° and €7 al

ser anti-simétricas en las ultimas dos componentes (ver (2.21))), se cumple

Do((v. 1), (v, 1)) = vCrp VIl + ko Cre [0l o = Ca, I(v. )| (241)

y asi, o es coerciva en X x Hf () con constante
Cu, = Cmin{v, ko}. (2.42)

Finalmente, con respecto al funcional lineal .y 4), definido en (2.36)), observamos

que se puede reescribir como

Fw ) (V1) = Priwe) (v 9) + Fa(v,¢) (2.43)
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2.1. El problema modelo

donde
Frwe)(V, ) = D°(6,v) — €T (w;601,9) (2.44)

Fao(v, 1) = 2%(01,v) — o (01,9). (2.45)

Por lo tanto, usando tanto las estimaciones (2.19) y (2.22]) como la estimacién para
6, de acuerdo a (2.29)) en la norma H! con ¢ dado respecto de ([2.30]), tenemos que

|\ Tt wi) (V,0)| < |25(0, V)| + | €7 (w; 01, 0)]

< C(llgllocliglhallviiie + Iwlialfiliellhe)

, 4 - 1/2 1/2
< Cméx {v g " gl5llfoll? 5., glloc} (Wi +llelie) ™ (IVIie + 1411 e)

< G3(v, K, b, g) [[(w, 9) || [[ (v, ¥)]]
(2.46)

donde
Cs(v, K, 0p,g) = Cmax {v*ky"glloallfbll} jory lglloat - (2.47)

A su vez, combinando, ahora, las estimaciones ([2.12)) y (2.22) y usando, nuevamente,

la estimacién para la ||61]/1,o (como en la estimacién anterior) obtenemos

| Fa(v,0)| < |25(61,v)] + |ZT(61,0)| < C(lgloellbilhielviie + IKlwellbillieldlie)
4 ) 1/2
< Cv kg lgllg allobll} or, max {llgloe, IKllwa} (IVIE o + 1¥13 )

S 04(7/7 K> 0]), g) H(V7 ¢)"

donde Cy(1,K.,0p.8) = Cvy gl llooll3 o, miix {lgllon [Klwo} . De este
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2.1. El problema modelo

modo, combinando las ultimas dos estimaciones, obtenemos

| Fwae) (v, )| < C3(v, K, bp,8) (W, 9)|| (v, 9)]] + Ca(v, K, bp,8) (v, ¥)]

¥y, por lo tanto, F(w ¢ € (X X H%D(Q))/ con

| Z || < C3(v, K, bb,8) [|(w,8)]| + Ca(v,K,0p,g) .

Por el Lema de Lax-Milgram, para cualquier (w,¢) € X x H[ () existe una tnica
(u,6y) € X X H%D(Q) solucién para 0, equivalentemente, tal que £ (w, ¢) =
(L(w,¢), L(w,¢)) = (u,6), lo que significa que el operador .Z (cf. (2.38)) estd
bien definido. ]

El siguiente resultado establece propiedades claves del operador .Z.

Lema 2.1.5. El operador £ : X x H} (Q) — X x H} (Q) definido por (2.38)-

(12.39) es compacto. Ademds, el operador es localmente Lipschitz continuo, esto es,

para todo (W, ), (Vv,a) e X x H%D(Q), se cumple que

12 (w,6) — Z(W,0)|| < Cupll(w,8) — (W, 9)ll, (2.48)

con Cripp = O;/vlv C3(v, K, 0p,g) donde Cy, = Cmin{v, Ko} es la constante de coer-
ciwidad de la forma bilineal <ty (definida en (2.42))) y Cs(v, K, 0p, g) estd dada por
(2.47)).

Demostracion. Vamos a comenzar mostrando que el operador .Z definido por ([2.38])-
(2.39) es compacto. Para esto demostraremos que la imagen {.Z(wy, ¢,)}n>1 de
cualquier sucesion {(wn, ¢n)}n>1 € X x HE () débilmente convergente a (w, ¢) €

X x Hf () es, en norma, fuertemente convergente a .2 (w, ¢). De acuerdo al lema
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2.1. El problema modelo

m, sean (uy,6p,), (u,6p) € X x Hp_(€2) los tinicos elementos que satisfacen
(U, bpn) = ZL(wn,¢n) paracadan>1 y (u,b) = ZL(w, o). (2.49)

Por lo tanto, aplicando la coercividad de .@%, con respecto a , su linealidad en la
primera componente, la definicién de Z (con A=1y (v,¢) = (v, —u, 6, —
0)) v, posteriormente, la definicién de .%#; definida en y las estimaciones
y (2.22)), con ¢ = ¢’ = 4, obtenemos que

12 (W, dn) — Z(w, O = [|(un, b0,n) — (u,60)]?
< C ((una ‘90 n) - (11, 90)’ (unv 00,“) - (u790))

A
< Ot {Au((n, 80,0, (1 — 1, 80,0 = 00)) = Aw((W,60), (wn — 1, 0,0 — 60)) }

1

w

N

C

1,(Wn—W,pn—0¢) (un —u, 90,n - 00)

SC’

/—’H

- 90”0,4,9}
(2.50)

—ullog0 — [[Wwn —wloaallVo:

Igllo.q llén -

n—oo n—oo

Ahora, dado que (Wy, @) — (W, ¢), se sigue que [|[Wy=Wllo4,0 —— 0y [[#n—dlloa0 ——
0 de acuerdo al Teorema de Rellich-Kondrachov. También, notemos que (u,,0y,) y (u, o),
que vienen de , satisfacen y, por lo tanto, éstas son acotadas en sus respecti-
vas normas, ya que {(wpy, ¢n)}n>1 es acotada, pues es débilmente convergente, como una
consecuencia del Teorema de Banach-Steinhaus. En vista de estos hechos y de la estima-
cién (2.50)), podemos concluir que ||.Z(wn, ¢n) — L (w, ¢)|| 2720 y, por lo tanto, £ es

compacto.

En lo que sigue, para mostrar la propiedad de Lipschitz continuidad consideramos (w, ¢), (W, ¢) €

X x H} (Q) y sea

(ua 90) = g(wa¢) y (67%) = "zﬂ(ﬁ}a ¢) (251)
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2.1. El problema modelo

Procediendo similarmente a (2.50|) y usando (2.46|) tenemos que

1L (w, ) = L(@,0)|1* < Ol Py (4950 — B, 00 — bo)
(2.52)
< Ol C3(1v, K, 0, 8) [[(w, 8) — (%, )| [|(w, 60) — (@, 6)|l,
y, después, usando ([2.51)) y simplificando, obtenemos (2.48)). O

En lo que sigue, mostraremos que el conjunto
{(u,&o) € X x HL () : (u,00) = AZ(u,0y) para A€ |0, 1]}

es acotado. Equivalentemente, necesitamos mostrar que cualquier (punto fijo) solu-
cién (u,fy) para (2.39) es uniformemente acotada con respecto a A € [0, 1]. Para

hacer esto, observamos que, de acuerdo a la definicién de .Z, (u, 0y) debe satisfacer
(1, 00), (v, 1)) = A Fue) (V) V(v,¥) € X x Hy (Q).

En particular, usando la definicién de %, y F(w.4), conforme a (2.35) y (2.36)), con
(u,6p) en lugar de (w, ¢), considerando (v, ) = (u, ), usando la propiedad de €° y
€T, antisimétricas en las dltimas dos componentes, dada por (2.21)) y desacoplando,

obtenemos

g%(w,u) = AN2%(0 + 61, u),
%T(eo,eo) = —)\szT(Gl,Qo) — )\%T(u;el,@o)

que coincide con ([2.25) en el Teorema salvo la constante multiplicativa A de la

parte derecha de sus expresiones y, por lo tanto, podemos deducir que

luflie < ACv7 g

oo (I6ollie + 18:le) < v gloe (Ilolle + 18:lli0)
(2.53)
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2.1. El problema modelo

1Bl < AChg (HK\IOO,QH91I\1,Q + [lufloll:

0,3,9)

(2.54)
< k" (1Kl 103110 + alliallOillose)

donde hemos usado el argumento que 0 < A\ < 1. Ademas, notemos que las estimacio-

nes (2.53)) y (2.54) son las mismas de (2.26)) y (2.27)), respectivamente, en el Teorema
(2.1.2)). Ademas, la extension 6, = Esfp con § > 0 dada por (2.30)), de acuerdo con lo

indicado en la introduccién del problema ([2.33)). Asi, podemos proceder exactamente
como en la demostracion del Teorema y obtener la misma estimacion a priori

para u y 6y. Mas precisamente, hemos mostrado el siguiente resultado.
Lema 2.1.6. Sea (u,6y) una solucion para (2.38)), entonces la siguiente estimacion
a priort se cumple

||u||17Q S Cl(V7Ka0D7g) and ||00||LQ S 02(V7K70Dag)’
donde C1(v,K,0p,g) y Co(v,K,0p,g) son las constantes definidas en el Teorema
(12.1.2)).

En este punto, estamos en condiciones de establecer resultados de existencia de
solucién para el problema (2.23). En efecto, el lema m indica que el operador
2 X x H{ () — X x H}_(Q) es continuo y compacto. Ademés, el lema ([2.1.6)

establece, esencialmente, que
{(u, fo) € X x HL () (u,60) = \.Z(u,0) for e [0,1]}

es acotado. Por lo tanto, el Teorema de Shaefer (ver Teorema [2.1.3)) garantiza la
existencia de un punto fijo (u,6y) € X x H}_(Q) de .Z. Esto es,

(u, 90) = .,?(u, 90)
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2.1. El problema modelo

y asi, se satisface ([2.34]), es decir,
Jyu((ua 00)7 (va)) = Jr(u,@o)(Va ¢) V (Vﬂﬂ) € X X H(%(Q) 9
y, por lo tanto, (u,6p) es una solucién para (2.23). En virtud de lo anteriormente
expuesto, establecemos el siguiente resultado.
Teorema 2.1.7. Eziste una solucion (u,6y) para (2.23).

Tal como en [18], destacamos que el Teorema [2.1.7 garantiza la existencia de
solucién para sin ninguna restriccién sobre los datos (cf. [I5HI7]). Con respecto
a la unicidad, supongamos que (u, 6p) y (1, é:)) son dos soluciones del problema
o, equivalentemente, son dos puntos fijos del operador .. Con ayuda de la propiedad

de Lipschitz continuidad de £ (cf. Lema ([2.1.5)), tenemos que

-2 (w,66) — LT, 00)|| = [|(u,6p) — (W, 60)|| < Crap]|(u,6p) — (W, 6)|

Pero de acuerdo al Teorema [2.1.2] (ver también (2.42)) y (2.47)) Crip puede ser

expresada explicitamente en término de los datos como
Crip = C;/vlv C3(r,K,0p,g) = Cmin{v, ko }C3(v, K, 0p, g) . (2.55)
Se sigue, entonces, que para datos suficientemente pequenos la solucién es tunica.

Mas precisamente, tenemos el siguiente resultado de unicidad.

Teorema 2.1.8. Supongamos que los datos son suficientemente pequenos, para los

cuales, la constante Cprp (ver (2.55))) satisface Crip < 1. Entonces eziste una unica

solucion (u,6y) para (2.23)).
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Capitulo 3

Esquema de Galerkin discontinuo

para el Sistema de Boussinesq.

En esta seccion, presentamos y analizamos el esquema discreto basado en apro-
ximaciones de Galerkin discontinuo y que proponemos para la solucién numérica del
problema . De esta manera, después de introducir algunas notaciones prelimi-
nares y definiciones en la Seccién [3.0.1] establecemos y analizamos el esquema a lo

largo de la Seccién [3.0.2]

3.0.1. Preliminares.

Sea T, una particion regular de (), compuesta por elementos simpliciales K,
donde K es un tridngulo en 2D o un tetraedro en 3D, con un vector unitario normal
apuntando hacia afuera ng y diametro del elemento, hg. Como es bien sabido, el
tamano de la malla esta definido como h := }(neé%(z hk. Por simplicidad, asumimos,
ademéds que si OK NN # 0 entonces 0K NTp| = 0, o bien, [0K NI'x| =0y

que la interseccién de dos elementos es vacia, un vértice, un lado o una cara. El

conjunto de lados/caras de la malla Tj, sera denotada por &, = & U &P, donde & y
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&} representan los conjuntos de todos(as) los(as) lados/caras interiores y de frontera,
respectivamente, y S,ZZ,FD = £’ NTI'p. Para cualquier lado/cara e € &, denotamos por
he su respectivo (d — 1)-didmetro, esto es, su longitud en 2D o su didmetro maximo

en 3D.

Los operadores de saltos y promedios que seran usados en las secciones siguientes se
introducen a continuacién. Primero, sea e € & un lado/cara comtn de dos elementos
vecinos K, K~ € T, satisfaciendo e = K™ N OK~, y sea n el vector unitario
normal para e sobre K*. Si ¢ y v son funciones a trozos, escalares o vectoriales,
suficientemente regulares, sobre 7}, respectivamente, denotamos por ¥* y v* sus

trazas tomadas desde el interior de K*. Entonces, definimos el salto [-] actuando

sobre ¥ y v como

vinf +¢9Tn7, e€g vtenf + v-®@n;, e€é
[v] = y [vl=

Yn, ecé& veon ec&

donde n es el vector unitario normal apuntando hacia afuera, para 0€2. A su vez, para

cualquier funcién a trozos (escalar, vectorial o tensorial) 1 definimos su promedio a

través de e € £ como {{n}=1(n" +n7)y {nff=nsiecé.

Para r > 0, establecemos el espacio estandar de Sobolev a trozos
H'(Ty) = {6 L?*(Q): ¢|, € H(K) VKeT,}. (3.1)

y las normas a trozos dependiendo de la malla

lenlr = D2 IVavlls + > 2 IR, Vo € BT

e

KeTy, eely, (32>
lvnl3r = Inlds + > hilBx Vo€ H (T,

KeTy
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donde V}, es el operador gradiente a trozos y ag es un parametro fijo. Una desigualdad
inversa permite garantizar la existencia de una constante positiva C, independiente

del tamano de la malla, tal que (ver [34, Secién 3.3.1]):

|Unller < C | Unllig Viou € W (3.3)

También, recordamos la versién a trozos de los embebimientos de Sobolev ([2.2))

(ver e.g., [25, [39]): aqui, existe una constante Csop > 0 tal que

~ q>1 sid=2,
[Wlloge < Csallvlliy Vv € H(T,), donde (3.4)
q€e[l,6] sid=3.

Las respectivas versiones vectoriales de (3.1])-(3.4) son extendidas de forma natural.

3.0.2. Esquema de elementos finitos de Galerkin disconti-

nuo.

Para una aproximacion de orden £ > 1 y una malla 7, sobre ) como en la seccion
(3.0.1)), sea Py(K) el espacio local de polinomios de grado menor o igual a k sobre

K. Consideramos los siguientes espacios de dimensién finita

Vi = {vh € Ho(div;Q) : | €[P(K)%, VK e 7;},
Qn = {qh CL2Q) . |, € Pa(K), VK¢ ﬁ}, (3.5)
W, = {wheLQ(Q) L |, € Pu(K), VKeTh}.

Notemos que V', es el espacio de divergencia conforme de elementos de BDM [9].
En esta linea, basado en los espacios discretos (3.5)), el método de elementos finitos
completamente de Galerkin discontinuo, proponemos el siguiente problema ([2.6)) :
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Encontrar (up, pp,0,) € Vi, X Qp x W, tal que

AP, vi) + 6 (apsup, vi) + B (Vi,pn) = D50, Vi),
‘@S(ufn qh) =0 ) (36)
A (O, thn) + G (s O, 0n) = Dy (n),
para todo (v, qn,¥n) € Vi X Qn x Wy, Aqui, las formas bilineales discretas 7 y

I que usamos estdn basadas en el Método de Penalizacién Interior Simétrica [5] y

estan dadas, respectivamente, por:

EQ/hS(uh,Vh) = /vahuh . Vth - Z {{Vthh}} . [[Vh]]

ec&, V€
) (3.7)
= / (vl s fl + 3 52 / v[ual : [val,
y
AL (O, ) = /QKVth -V, — Z / {KV 0L} - [Wn]
e€€iU€27FD (38)

DI (22 N AR S A AR

i )cb i cb
eGS}LUSh’FD eGE}LUSh,FD

donde ag es el parametro de penalizacién interior suficientemente grande para que
Ay @l sean coercivas. A su vez, las formas trilineales asociadas a los términos

convectivos, no lineales, basadas en el enfoque de [31], estdan definidas por

€2 (Wh; Up, Vi) = /

(Wh~vh)llh'Vh + = Z / (Wh-nK—|wh~nK|)(u,6L—uh)-Vh,
Q KeT;, OK\I'
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y

G (W On, Un) :/<Wh Vibn) n + 5 Z/ ng — |[wy,-ngl) (92—9h) n,

K€7-h K\F

donde uj, y 0 representan las trazas de uy, y 6, respectivamente, tomadas dentro

del exterior de K. Finalmente, el funcional .@(;‘g estd definido por

Do (Vn) = Z / ao?ﬂh —KVuty - n)bp (3.9)

b
ec&y I'p

La forma bilineal %° y el funcional lineal 2° son definidos por (2.8) y (2.10), res-

pectivamente.

3.0.3. Estimaciones discretas y propiedades de estabilidad.

En este punto se establecen propiedades clave de las formas definidas para el

esquema (3.6]) requeridas para el anélisis discreto. Su demostracién puede encontrarse
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en los trabajos previos [25] 34], 35] y, por lo tanto, aqui lo omitimos.

‘%S(uh,vh) < Cs lunllir [vallir, Y, v € Vi, (3.10)
‘%S(u, vi)| < Cus [ulla, [valliz Vue [H(Ty)]" Yvi €V,
(3.11)
[ O n)| < Corr 104l I V6, Gn € Wi, (3.12)
|47 0.n)] < Corr 10):7, Iiinlla Vo e HXT) Vi€ Wi,
(3.13)
()| < Cos Ivalliz lallos Vi e Vi Vae L3(Q),
(3.14)
‘ths(wh;um"h) < Cys [wall,z lunlliz Vallus Y Wi, wn, vi € Vi, (3.15)
‘%T(Wh;@h,%) < Cyr |Wallug 10u 7 1nllig YWi € Vie V0,1, € Wy

(3.16)

También, es sabido que para un parametro aq , suficientemente grande, las formas
bilineales 427,;9 y sthT son coercivas. mas precisamente, existen constantes positivas,

independientes de h , ag y ar tales que

(Vi vi) = aslvalli, Yve € Vi, y @) (Un,tn) = arllgnlll g, Yon € Wi
(3.17)
Con respecto a las forma bilineal %°, recordamos de [27] la condicién inf-sup discreta:

existe una constante E > 0, independiente de h, tal que

B (Vi q ~
aup L) B Yo (3.18)
vREV), ||UhHL771
Vi
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Como en el caso continuo, definimos el kernel discreto X, de la forma bilineal %°

CcOo1mo

Xh:{VhGVhi %‘S(vh,qh)zo,thth} :{vhth: divvy, =0 en Q},
(3.19)

donde la tltima igualdad se sigue del hecho que V', C H(div;Q) y div V, C Q4
(ver [? ]). Esta particularidad implica que X, C H(div’; Q). Y, ciertamente, de

acuerdo a [34] tenemos que

Cﬁhs(wh;vh,vh) = —Z/\Wh n.||[vs]| > 0 VWhEHO(diVO;Q),VvaVh,

e€&;

(3.20)

Gy (Wh Pn, n) = —Z/ (wi - ne[ [[Un]] > 0 Yw, € Ho(div®; Q) , Vi, € Wy
e€s;

(3.21)

Notar, ademéds, que las formas convectivas ;> y 4/ no son lineales en su primer
argumento. Sin embargo, éstas safisfacen la siguiente propiedad de Lipschitz conti-
nuidad: Para todo wy,, Wy, u, € [H2(T3)]%, 0, € H*(T;,), vi, € Vi, v 1, € Wy, existen
constantes positivas 55714113 y 5’T7L1p que son independientes del tamano de la malla,

de modo que

|6 (Whs wn, vi) = 65 (Wi un, vi) | < Csuellwn — Walluz, sl 7 [1Vall g

|G (Wi O 0n) — CF (W3 0, tn)| < Crnellwi — Wallu7 108175 190n ] [1,75 -
(3.22)

En cuanto a las formas 2° y @g) definidas en (2.10]) y (3.9), facilmente se tiene
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que

‘QSW}L,W) < Cys gllog l¥nllus Vil Vi, € Wy, Vo, € Vi, (3.23)
75w, vi)| < Cos lighon Wllari IValliz, . ¥ € HA(T) ¥uw € Vi, (3:24)
(%8 n)| < Cor 002 Il Vin € Wi, (3.25)

3.0.4. Estimaciones a priori

El problema reducido (2.23)) a nivel discreto toma la siguiente forma: Encontrar

(up,0n) € Xy x W), tal que:

2 (ap,vi) + 62 (wpan, vi) = 2°(0h,vi),

(3.26)
(O, V) + G (s O, 0n) = Dy (Un)

para todo (vy,y) € X, x Wi,

En lo que sigue, derivaremos estimaciones a priori para la solucién discreta del

problema ((3.26]).

Teorema 3.0.1. Sea (up,0) una solucion para el problema ([3.26)). Entonces, las

siguientes estimaciones a priori se cumplen

[l < Cilbo,g)  y [6ullis < Calfb), (3.27)
donde
~ CosC ~ 8
Ci(0p,8) = ~Z=Z"igloq 10blljorn ¥ Co(fp) = =2 10bll1jory - (3:28)
g o ar

Demostracion. Supongamos que (up,6p) es una solucién para (3.26) y haciendo
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(Vi, ¥n) = (up, ;) tenemos que

2 (ap,ap) + 6L (apyup,uy) = 290, up),
(3.29)
A (O, hn) + G (an; 0, 01) = D5 (0n) .

Utilizando la elipticidad de las formas bilineales «7,° y &I (cf. (8.17)), la propiedad
de no negatividad de las formas trilineales discretas €° y € (cf. (3.20)-(3.21)), v
la continuidad de 2° y 2 (cf. (3.23)-(3.25)) inmediatamente obtenemos

asllupllf . < Cos llglloq 10all7 usll7 530

arlonllir. < Cor l0blli/2rs 10nll17 -

Las estimaciones de (3.27)) se obtienen simplificando y usando las cotas obtenidas de

|01, 7;, para uy, con constantes 51(9]3, g)y 6’2(9]3) definidas como en ([3.28)]). O

3.0.5. Buen planteamiento del problema

Para establecer existencia de solucién a nivel discreto, similarmente al caso con-

tinuo, definimos, primero, el conjunto cerrado Bj C X x W), definido por

By, := {(Wha¢h) € Xn x Wit [[Willim < Ci(0p,g) v lonllim < 52(913)}
(3.31)
donde Cy(fp, g) y Cs(fp) son las constantes dadas por (3-28). En segundo lugar, con-
sideramos la versién linealizada de : Dada (wy, ¢p) € By, encontrar (uy,0) €

B, satisfaciendo

A (ap, vi) + 62 (Whiup, vi) = D°(¢n, va),
(3.32)

A (On, V) + G (Wi Ohhn) = Dy (Un)
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para todo (v, 1) € By, o equivalentemente,
Lo, (Un, 0n), (Vi on)) = Fo, (Vi ) YV (Va, ¥n) € B (3.33)
donde,

o, (W, 0n), (Vi, ¥n)) = A (W, Vi) + € (Wh wp, Vi) + ) (0n, ) + €, (W 0, n)
(3.34)

F o, (Vi 0n) = D (¢n, Vi) + -@g;)(wh) (3.35)

para todo (v, 1) € X, x Wj,. En este camino, la familia de problemas de punto

fijo a considerar estd dada por: Encontrar (wy, ) € B, tal que
(Wh, &n) = X ZLh(wp,¢p) foreach X e(0,1], (3.36)

donde el operador \.%, estd definido como

)\gh . Bh — Bh
(3.37)
(Wh7 ¢h) — (ufw eh) = (Agh,l(wlh ¢h)7 Agh,?(wha d)h))
y (up,0y) € By, satisface
Do, (A1, 01), (Vi n)) = A Fg, (Vi ¥n) YV (v, ¥n) € By, (3.38)

Decimos, entonces, que los problemas (3.33)) y (3.36]) son equivalentes cuando A = 1.
Ciertamente, primero necesitamos ver que (13.33)) esta bien definido o, equivalente-
mente, %, estd bien definido. En efecto, sea (wy, ¢y) € By, (cf. (3.31))) y notemos

que aplicando, de manera sencilla, las estimaciones discretas (3.10)), (3.12)), (3.15) y
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(3.16) seguidas de la Desigualdad de Cauchy-Schwarz en la definicién de <%, (cf.
(3.34)) obtenemos

| JZ{wh((uha gh)a (Vh> dlh)) |
< 2méx {agfs, a@ﬂ, 6chHWhH1,Th7 @gSHWhHl,Th}H(uh, Ol 7 | (Vi n) 1,75,

< [, I an, O) e 7 | (Vi )7 Y (s On) 5 (Vi ¥n) € By

(3.39)
donde ||, || es una constante independiente de h y
|l = 2(1+ Ci(0p, ) ) méx{Coys, Copr, Cs, Cis}.
También, de (3.17)), (3.20)) y (3.21)) deducimos que
oo, (Vi ), Vi, n)) > @ NV )57 ¥ (Va,¥n) € B, (3.40)

donde @ = min{ag, ar}. Ademas, @, es uniformemente continua y coerciva en By,

A su vez, usando la definicién de .%,, (cf. (3.35))) notamos que

| Fo (Vi) | < mé«X{5@S||g||o,ﬂ||¢h||1,m5FH9D||1/2,FD} (Vi ¥n)l1,7,
(3.41)

< N Foull 1(vr ) llm ¥ (Va,¥n) € B,
donde ||.%,, || es la constante independiente de h dada por

.1l = (1+ Cal00) ) max{Coslgllos, Corll b 1 2}

y asi, #,, es uniformemente acotada. Una aplicacion sencilla del Lema de Lax-

Milgram [20, Lema 1.4] permite establecer el siguiente resultado.
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Lema 3.0.2. El operador £, (cf. (3.37)-(3.38) ) estd bien definido. Ademds,

(un, On)lle7 = (Lha (W, O1), Lho(Why &0)) |17
(3.42)

1 ~ ~ ~
< = (1+ Ca(6p) ) mix{Cis gllos, Cor 1l 2o}

Ahora, estableceremos la Lipschitz continuidad del operador .%,.

Lema 3.0.3. El operador £, : By — By, definido por (3.37))-(3.38) es localmente

Lipschitz continuo, esto es, para todo (W, ¢p) , (ﬂ,gh) € By, se cumple

1L (Wi, &1) — L0 (Wn, 0n)l7, < Cre [|(Wn, 81) — (Wn, 0n)l|7, (3.43)

con 6L1p > 0, independiente del tamano de la malla, el cual es definido por

~ \/§ o~ ~ ~ ~ ~
CrLip = E max {CS,LIP 01(7/, K, QDag)a OT,LIP 02(V7K, 9D78)7 Cys ||g||079} (3'44>

donde & es la constante de coercividad de la forma bilineal <y, (cf. ), GS’LIP

Y 5T,L1p son las constantes de Lipschitz de las formas discretas 6 y 6> (cf- ),
respectivamente, Cys es la constante que viene de y 61(% K,0p,g) y 52(V, K, 0p, g)
estan dadas por ([3.28]).

Demostracion. Sea (wi, ), (Wh, én) € By, entonces, del Lema/3.0.2] sean (uy, 6),), (W, 0,) €

B, los tinicos elementos que satisfacen
(W, 0) = L(wn, ¢n) ¥y ([ Wn0n) = L(Wn,0n). (3.45)

Con respecto a la definicién de %}, esto significa que (uy,0y) v (ﬁh,gh) son las

correspondientes soluciones para (3.33), vy usando la definicién de (3.34]) y (3.35),
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tenemos que

2 (U, Vi) + € (Whiun, Vi) + L (On, Un) + G (Wi O, 0n) = D5 (00, Vi) + Dg (¥n)
G (Wn, Vi) + € (Wi Uy Vi) + G (Onn) + G (W3 00, 900) = 25 (1, Vi) + Do (n) -

Restando ambas igualdades y realizando algunas manipulaciones algebraicas, obte-

nemos

A (W, — Ap, Vi) + CS (Wi wy, — Tn, vi) + G (On — On, 0n) + GL (Wi 0 — On, 1p)
= —‘@”;f(wh; uy,, Vh) + %f(v“(,h; ﬁhyvh) - thT(Wh; gh, wh) + CghT(VT’h; O, wh) + 95(% - 5h,Vh) .

Luego, de la definicién de (3.34]) obtenemos lo siguiente

JZ7Wh((‘1h — Uy, Oy — gh), (Vh, ¢h)) = —Cgﬁg(wh; ﬁh,Vh) + Cgﬁg({’v"h; ﬁh,Vh)

—6F (Wh; On, Un) + € (Wi On, Un) + 2%(pn — (Zhavh) ; Y (vh,¥n) € By.
(3.46)

En particular, tomando (v, ¥) = (up, —uy, 0, — @L) en (3.46)), usando la coercividad
de iy, (cf. (3.40) y las estimaciones (3.22)) y (3.25)) se sigue que

& (wp = Tn, O — 00113 75, < ow,, (W = T, O — 0), (wy, — Ty, O, — 0))
< ’%}?({th; Uy, uy, — ﬁh) - %{g(wh; Uy, uy, — ﬁh)’ + ‘ng(wh; ah, On — gh) - CghT(Wh; gh, On — ah)
+125(6n — dnwy, — W)
< Csapllwn — Willuz [l 7 1w, — 8nllg, + Craaelwa — Wallu 7 104117 104 — Oll1.7,

+CysllglloallOn — Onllv7 [unlliT, -
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Luego, simplificando, obtenemos
| L0 (W, On) — L0 (Wh, On) |17, = [[(un — W, O — On) 1,75
5 O ~ _ .
< — max {CsplUnll,7  Croiiel6nll1,7.  Cosllglloe} |(wn — Wi, 0, — 61) |17

< 5LIP“<Wh — Wy, O, — gh)Hl,Th

donde Crip > 0 es la constante independiente de h dada por (3.44) y obtenida de la
ultima estimacién, después, usando el hecho que (uy,0y) € By, (cf. (3.31)). O

Mostraremos, ahora, que para cualquier punto fijo del operador \.%, (cf. (3.36])-

(3.-38])), con 0 < A <1, el conjunto
{ (uh,Hh) -~ Bh : (uh,ﬁh) = )\.,?h(uh,eh) for X\ e [0, 1] }

es uniformemente acotado (con respecto a \). En efecto, con respecto a las definicio-

nes de A\, o, v Fy, (ver (3.38)), (3.34) and (3.35)), respectivamente), con (uy, 05,)

en lugar de (wy, ¢3,), deducimos que

A (ap, vi) + €2 (upsup, vi)) = AZ25(0n, Vi),

(O, V) + G (Wn; O, 0n) = ADg (V)

para todo (v, 9n) € Bj. Asi que, reemplazando aqui, (v, ¢n) = (up, 6,) y pro-
cediendo exactamente como en la derivacién de las estimaciones ([3.29)-(3.30) del
Teorema tendremos que

asllanllt 7, < ACgs lIglloq lénlliz unlliz < Ci(0p.8) 3.47

arl|Onll . < ACor |0bl1 /2, 100l11,7 < Ca(bh).

donde hemos usado el hecho de que (up,8,) € By y que A € (0,1).
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En resumen, los lemas y establecen que .%}, estd bien definido y que es
un operador continuo, respectivamente. Adicionalmente, , en especifico, indica
que cualquier punto fijo de A%}, es uniformemente acotado con respecto a A € (0, 1).
Como resulado, dado que %}, es compacto (pues éste es un operador de rango finito),
el Teorema de Shaefer (cf. Teorema nos garantiza que el operador %}, tiene
un punto fijo o, equivalentemente, el problema discreto tiene una solucién
(up,0y) € B, C Xp x Wy, (cf. ) A continuacion, estableceremos estos hechos

en el siguiente Teorema.
Teorema 3.0.4. Ezxiste una solucién (uy,0y) para (3.26)).

Nuevamente, tal como en [I§], destacamos que el Teorema establece la
existencia de soluciéon para sin ninguna restriccion sobre los datos. Como
en el caso continuo, ademas, podemos establecer unicidad de solucién como una
consecuencia directa de la propiedad de Lipschitz continuidad del operador .%,. Si
(up, 0p) y (ay, gh) son, ambas, soluciones diferentes para el problema (3.26), entonces

se satisface que
(Un, 0h) = LW, 0n) v (Un,0n) = Zo(Tn, 0n)
pero, gracias al Lema , se tiene que
15 (an, 04) = L3 (Tn, On) |73 = [l (wn, ) = (T, O)nlla 7 < Crapl|(Wn, 6n) — (Tn, 0) 1,7

con 6’L1p la constante definida por (3.44)) y, expléitamente, depende de los datos y
otras constantes, pero es independiente de h. Por lo tanto, para datos suficientemente
pequenos, la solucion es Unica. Mas precisamente, tenemos el siguiente resultado de

unicidad.

Teorema 3.0.5. Suponiendo que los datos son suficientemente pequenos, para los
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cuales, la constante Crip (see (3.44)) satisface que Crpp < 1. Entonces, existe una
unica solucion (ay,0y) para (3.26)).

De manera similar al caso continuo, el valor de la presion discreta es una conse-
cuencia de la condicién de compatibilidad inf-sup (?7) (ver [34, Lema 3.6], para més

detalles).

[u®n];; =wun;, 1 <i, j<n.Paraun lado (cara)
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Capitulo 4

Analisis de error a priori

En este capitulo procederemos a derivar las estimaciones de error a priori para el

esquema numérico introducido y analizado en la Seccién

4.1. Analisis del error a priori

Sean (u,p,0) y (un, pp, 0x) soluciones para los problemas (2.6 and (3.6, respectiva-

mente, cuya existencia estd garantizada sin ninguna restriccién de datos, de acuerdo

al Teorema y al Teorema m (ver también la parte final de la Seccién {4y

Seccién [3)), respectivamente, y satisafacen las cotas a priori (2.24) y (3.27). Ademds,
esas soluciones son tnicas como se establecié en el Teorema y el Teorema [3.0.5]

suponiendo datos suficientemente pequenos para los cuales Cprp < 1y é’up <1 (ver

ecuaciones (2.55)) y (3.44])).

En el péximo analisis, supondremos, ademads, un requerimiento de regularidad adi-

cional

u € [H"(Q)VN[H;(Q)]NX, pe HYQNLAQ) v 0 HYQ), fork>1.
(4.1)
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4.1. Analisis del error a priori

De esta manera, cuando reemplazamos la solucién exacta (u, ) en el problema dis-

creto (3.6 nos encontramos con la propiedad de consistencia

A (a,vy) + 6 (wu,vy) = B(vi,p) + 2°(0,vh),
(4.2)
A (0,0n) + €L (w;0,0,) = Dy (¥n),

para todo (v, ) € Vi, x Wy, la cual, se sigue del hecho que los saltos desaparecen en
los bordes, entre elementos, debido a la regularidad dada en , usando integracion
por partes y las ecuaciones . Entonces, combinando con las respectivas
relaciones discretas dadas por , obtenemos las propiedades de ortogonalidad de
Galerkin

dhs(u_uhavh) +C5;§q(11; u, Vh) - SOpﬁq(uh; Uth)—@S(Vh?p—ph) - 9S(Q—eh,vh) =0
(4.3)
para todo v, € Vi, y

A (0 = O, 0p) + € (w;0,9,) — 6 (ap; 0n,00) = 0 (4.4)

para todo 9, € Wj. Adicionalmente, establecemos a IIPPMu | IIFp y a I1X°6 como
la, proyeccién BDM de u y las proyecciones de L? en @, para p y de L? en W), para
0 , y recordamos las siguientes propiedades de aproximacién esténdar (ver [9} 20]):
existe una constante positiva C', independiente del tamano de la malla, tal que
lu = IPMully 7, < C ¥l
2
lp =1 plloe < CH¥|plle, (4.5)

10— T 0llos, < CHH6]rne.

Como es habitual, para obtener los errores de aproximacion, los descomponemos
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4.1. Analisis del error a priori

como la suma de un error de proyeccion y un error discreto, a saber,

ey = u—u, = (u—HEDMu) + (HEDMu—uh) =: el + e,
e, =p—pn = (p—1p) + (I'p—pu) = ell + e, (4.6)

eg = 0—0, = (0-110) + (70— 0,) =: e} + €.

Asi, de la desigualdad triangular, las propiedades de aproximacion (4.5) y la de-
sigualdad inversa (3.3)), tenemos que

leullr, < llegllzm + lleglzm < Ch*ullie + Clleglhr,

lepllog < lleglloe + leplloe < CR¥|Ipllke + Cllepll . (4.7)

leollzr, < llegllar, + llegllzm < CR6llkira + Cllegls .

lo que significa que la estimacion de los errores de aproximacién individuales ey, e,

and ey se reducen para estimar los errores individuales discretos elt, el and eff en

términos de las proyecciones del error el epH y e para mostrar una convergencia

6ptima. Con esto, estamos en condiciones de afirmar y probar el resultado principal

de este capitulo.

Teorema 4.1.1. Sean (u,p,0) y (un, pn,0n) las soluciones de los problemas ([2.6))

y (3.6), respectivamente. Supongamos que los datos son suficientemente pequenos,

para los cuales Crpp < 1, CLpp < 1, y & > 0 (¢f. ecuaciones [2.55), (3.44), y ([@.15)

abajo, respectivamente). Para k > 1, supongamos, ademds, que u € [H*1(Q)]4N

[HY Q)N X, pe HH(Q)NLQ) y 6 € H(Q). Entonces, existe una constante

43



4.1. Analisis del error a priori

C > 0, independiente de h, tal que

lu—willaz, + 0= 0Oulog < CR(|lullisre + [10llker0), 9
4.8

2)

Ip—pulloe < ChE(

Demostracion. Comenzamos derivando una estimacion para el error discreto de la
velocidad. Primeramente, notamos de (4.6) y de la propiedad de ortogonalidad de
Galerkin . con v, = el que

(el eh) + € (wiiehel) = BS(elp—pr) + P50 Oy, €l
(4.9)
(DM, eh) + 65wy TP, eh) — 5 (u, eh) — €5 (wiu, el

Pero #%(el,p — py) = 0, ya que IPPMu € X de las propiedades del proyector
BDM (ver [9], por ejemplo) y uy, es de divergencia nula. A continuacién, sumando y

restando términos adecuados y reorganizandolos convenientemente, tenemos que

P (el el) + €7 (uy; el el) = 250 — 0y, el) — (el el) — €7 (uy; el el)
[%S(uh,u el) — €7 (EPMyy,; u, eh)} [%”S(HBDMu u,el) — €7 (u;u eh)]
(4.10)

Ahora, en el lado izquierdo de (4.10) usamos la elipticidad de «%° (cf. (3.17))) vy la
propiedad de no negatividad de €;° (cf. (3.20)) y en el lado derecho empleamos las

estimaciones discretas (3.24]), (3.11]) y (3.22)) para obtener

aslleglli 7, < Cos liglosllesllar, letlhrn + Cos leyllar el

+ Csue [Ilonlz el + ekl Il + el |

+Cllegll,7,
de acuerdo a (4.7)), las estimaciones a priori (2.24)) y (3.27) para u y uy, respectiva-

Después, simplificando por ||e. |, 7, , considerando que ||eg|2.7, < |lef
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4.1. Analisis del error a priori

mente, obtenemos

oo lledllen + CCoys lIgllogllesllir + Cus lledllzr

1.7 < Cos gl

asllek
+Csr |Ci(0p, g)elhr + Ci(v, K, b, g)|elllin + Ci(v, K, bp,g)llel] 7 |,

y asociando términos apropiadamente, deducimos que

17, + 5S,L1P01(V, K, 0p,g)llekl,7,

17 < CClys |lgllo ll€}|

asllel

+|Cys + Cs1pCi(0p, 8) + Cs1ipCi (v, K, O, g)} leM|a7 + Cos llglos el o -
(4.11)

Para derivar una respectiva estimacion para el error discreto asociado a la tempe-
ratura, procedemos de manera similar como en (4.9)-(4.11)). En efecto, observamos,
ahora, que de la propiedad de ortogonalidad de Galerkin (4.4) y e en lugar de v,

se cumple que
! (ef, ef) + G (i ef, ef) = ] (110, ) + 6] (i 11576, ef)— 4 (6, €f) — 6 (u;6, ef)

luego, sumando y restando términos, obtenemos

! (e}, e)) + G (unsef, ef) = — (]l e)) — € (u;0 = On, €f) + € (wi; e, €f)
[ 6T (i O, ) — G TEM w03, ef) | + | 67 (5 s 03, ) — 67 (w3 01, €) |

Gracias a la elipticidad de «! y la propiedad de no negatividad de €7 (cf. (3.17)
v (3:21), respectivamente) asi como las cotas (3.13) para <! y (3.22)) para €7, el
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4.1. Analisis del error a priori

hecho que || |17 < |-

2.7, ¥, después, simplificando, deducimos que

arlieflz < Cor lefllam + Craw Iulhp | lef oz + leflz]

+Crue [wnlliz, leflliz, + Crue 10all7, | ledlaz, + lebliz)-

Entonces, usando las esimaciones a priori para u, uy y 6, proporcionadas por el

Teorema y el Teorema se sigue que

&THGZHLTh < {éT,LIP [Cl<l/7 K, eDag) + 51<9D7g)]} He}éHl,Th + 5T,L1P62(9D)H€ﬁ“1,n

+5T,LIP52(‘9D)“611}“2,7}L + [égﬂ + aT,LIPcl(Vy K, 0p,g) Heg

2.Th -
(4.12)

Establecemos las siguientes constantes, dependiendo sélo de datos y otras constantes,

pero todas éstas independientes del tamano de la malla h, definidas por

Ci(v,K, 0p,8) = CCys ||glloq + Crup [Ci( K, bp, g) + Ci(6p, g) ]

Cy(v,K,bp,g) = 6'S,LIPC1(V, K,0p,g) + 5T,LIP52(9D)
Cs;(v,K,0p,g) := @zs + és,LlPél(eD, g) + 5S,LIP01(V> K,0p,g) + 5T7LIP52(9D)
C4(y7 K7 9D7 g) = aﬁT + éT,LIPcl(Va Ka 9D7 g) + 6@5 HgHO,Q

(4.13)
encontramos, combinando (4.11)) y (4.12) que

dsleglln + arleglhr < Ci(v, K Op.g)llefllin + Co(v. K, Op, g)lleqllsr

+C3(V’ K> QDag)“eE“ZTh + C4(V7 K7 QD’g) ||69H||2,Th'
(4.14)

y asi, si los datos son lo suficientemente pequenos, para que las constantes C4 (v, K, fp, g)
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4.1. Analisis del error a priori

y C2(v, K, 0p,g) dadas por (4.13)) satisfagan que
& = min {ar - C1(v,K,0n,g), &5 — C2(v.K.0p.8)} > 0, (4.15)

podemos prescindir de los dos primeros términos de la derecha de la desigualdad

(4.14) con ayuda de los términos de la izquierda y obtener la estimacién del error

discreto
leblluz + lleflhz < a1Cs(. K, 0, 8) | llekllor + leflln]  (416)
donde la constante C5(v, K, 0p, g), definida como
C5(v, K, p, g) = mix { Cs(v, K, fp, g), Ca(v. K, O, g) | (4.17)

Sélo depende de los datos y otras constantes, pero todas éstas, independientes del
tamano de la malla h de acuerdo a . Finalmente, la estimacion de error a priori
para la velocidad y la temperatura (primera expresién de ) facilmente, se sigue
combinando (4.16]) con y las propiedades de aproximacién del proyector BDM
y el proyector L? establecido en ([4.5]).

Nuestro objetivo es, ahora, derivar la estimaciéon de error a priori para la presién
y, de manera similar al caso de la velocidad y la temperatura, el objetivo es acotar

apropiadamente el error discreto, ||ef|lo.q en términos de la proyeccién del error

e} [lo,o- Para comenzar, notemos de la condicién inf-sup discreta (??) con g, = e,

h II

usando, entonces, que e, = e, — €, y, consecuentemente, empleando la cota (3.14)
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4.1. Analisis del error a priori

para %°, encontramos que

~ B (v, el B (v, el B —
ﬁ|]e£|]079§ sup —( ) <  sup —( m €p) + sup B(Vh —ep)
vhEV), th 1,Th vpEV) thHl,Th vREV) thHl,Th
vp7#0 vp7#0 vp7#0
~ B (vy, —e
S C@S ||e£l||0,Q + Sup M
VeV ||Vh||1,7—h

Vh

(4.18)
Ahora, para manejar el segundo término en el lado derecho de la 1ltima expresion,
usamos la relacién de ortogonalidad de Galerkin (4.3]) y, después, sumando y restando

€ (up;u,vy) se sigue que

B (v, —e,) = =P (ew, Vi) — CF(u;u,vy) + €2 (up;upn, vi) + 2°(eq, vi)

< —df(ew,vy) — |67 (u;u,vy) — Cgﬁq(uh;uth)] — €7 (up; en, vi) + Z2°(eg, Vi)

De esta manera, una aplicacién sencilla de las estimaciones (3.11)), (3.22) y (3.24])

produce

B (vh,—€,) < Cuss llealler Vil + Csue lleallur, l[ulliz, Vil

+Csup |[wnlli g, ez Vil + Cosliglon llesllam [1valh 7.
(4.19)

Por lo tanto, después, reemplazando (4.19) en (4.18)), simplificando por ||vp|/17,,
haciendo mencion a las estimaciones a priori (2.24)) y (3.27) para u y uy, respecti-
vamente, usando el hecho que ||« |l1.7, < || |lo.7, en H*(T,) y agrupando términos,

obtenemos

lepllon < 57'Cus le}lloa + 57'Co(, K, g, 6p) [ leull2 7+ lles

o7, |, (4.20)
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4.1. Analisis del error a priori

donde

Co(v, K. bp,8) = mix {Cops + Coup | C1(v K, O, 8) + Ci(00,8)| , Cosllgllo |

(4.21)
El resultado se sigue, reemplazando en , usando la propiedad de aproxi-
macién del proyector L? y la estimacion para |ley|27, + |/€sll2,7; obtenida en la
primera parte de la demostracion. Otra vez, es claro que la constante que resulta en
la estimacion del error a priori s6lo depende de los datos y otras constantes, pero

todas son independientes de h. O
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Capitulo 5

Resultados numeéricos

En esta seccién se presenta un par de ejemplos que ilustran el buen comportamien-
to del método de Galerkin completamente no conforme (3.6) construido y analizado
en la Seccion 3 para aproximar las soluciones del sistema de Boussinesq estacionario
y para confirmar los radios de convergencia tedricos preestablecidas por
la teoria, de acuerdo al Teorema [£.1.1]

El primer ejemplo que, a continuacién se presenta, es un problema con una solucion
manufacturada y suave, que considera solo condiciones de Dirichlet no homogénea
para la temperatura mientras que el el tercero, se trabaja en un dominio que involucra
condiciones de frontera fisica, tal como en ; como un caso mas general, el cual

fue analizado en el presente trabajo.

La implementacion computacional fue llevada a cabo por medio del sotfware Free-
Fem++ (ver [28]) y el solucionador lineal UMFPACK (ver [19]). Los errores expe-
rimentales y las tasas de convergencia para el campo vectorial de la velocidad, para
la presion y la temperatura, son el resultado de iteraciones basadas en el método
de Picard como estrategia de punto fijo sobre una familia de triangulaciones 7, del

dominio respectivo. Este proceso finaliza cuando el error relativo de los coeficientes
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5.1. Ejemplo 1: un vortice en el cuadrado unitario

de dos vectores iterados consecutivos es suficientemente pequeno, esto es:

m+1 m
- I
||coeff coeff™ ||z
||coeff™ || 2

< tol,

donde tol es una tolerancia especicifa y || - || representa la norma euclidiana ¢* en
RY con N denotando el nimero total de grados de libertad definido por la familia
de elementos finitos (V'1,, Qn, W3) especificada en la Seccién con k = 1, esto
es, la velocidad u, la presiéon p y la temperatura 6 son aproximadas mediante los
subespacios discretos BDM, Py(Ty,) v P{¢(7Ty,), respectivamente, donde el primero
corresponde al espacio de elementos finitos Brezzi-Douglas-Marini de primer orden, el
segundo, a funciones constantes a trozos y el tltimo a polinomios lineales discontinuos

a trozos. En todos los casos, hemos elegido el parametro de penalizacién como ayg = 5.

Los errores experientales individuales y los radios de convergencia asociados a cada

variable estdan dados por

e(u) = lu—wllz, ep) = lp—pulloa, e®) =10 =07,

loglelw/ew) o losle)/ep)) o, log(el6)/e(8))
" ey T gy 0T ety

donde h y h' denotan el tamano de dos mallas consecutivas con sus respectivos errores

eye.

5.1. Ejemplo 1: un vértice en el cuadrado unitario

En el primer ejeplo, trabajamos sobre el dominio Q = (0,1)? y los pardmetros

10
fisicos v = 1, K = v g = (0,—1)". Las soluciones manufacturadas estdn

01
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5.1. Ejemplo 1: un vortice en el cuadrado unitario

dadas por

u($7y) = (ul(x,y),ug(x,y)) ) 9(.1',y) = ul(x>y) + u2(x>y)7

om(e® — 1)> “in (27T(esy _ 1>) ( TSy

es — 1 e —1)(es—1)’
donde,

o) = 2 (1 on (DY) gy (22

us(7,y) = % (1 ~ cos (mj—:n)) sin (%) |

conr,s > 0. Aqui, el campo vectorial de velocidad u es similar a un vértice en sentido
antihorario en un cuadrado unitario cuyas coordenadas dependen de la eleccién de
los pardmetros r y s (cf. [14, B8]). En nuestro ejemplo, consideramos r = 3.5 y
s = 9.1 que corresponde a un vortice ubicado cerca de la esquina superior derecha
del dominio. La Tabla presenta los errores y los radios de convergencia obtenidos
con una tolerancia fija tol < 1E — 06. Aqui confirmamos que los errores individuales
de todas las variables decrecen de manera éptima con un orden O(h) y convergencia
como la descrita por el Teorema |4.1.1|con £ = 1 y que las velocidades discretas son
de divergencia nula (ver novena columna). En la Figura mostramos las lineas
de corriente de la velocidad uy, la presién py, y la temperatura 8, obtenida con una

malla para la cual N = 89920 correspondiente a los grados de libertad.
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5.2. Ejemplo 2: un caso de capa limite

Aproximacién de elementos finitos BDM; — Py(7T;,) — P{¢(Ty)

N h e(u) r(u) e(p) r(p) e(0) r(0) | ||div upllecq | Iter
2064 | 0.1179 | 16.5374 - 3.6655 - 17.8977 - 3.0407e-11 11
3648 | 0.0884 | 14.0742 | 0.5606 | 2.8195 | 0.9121 | 14.4985 | 0.7322 | 2.5919e-11 5
8160 | 0.0589 | 9.8316 | 0.8848 | 2.1387 | 0.6815 | 9.8172 | 0.9616 | 2.6303e-11 6
32448 | 0.0295 | 4.3685 | 1.1937 | 1.2322 | 0.8203 | 4.3631 | 1.1783 | 2.4174e-11 32
57600 | 0.0221 | 3.1019 | 1.1902 | 0.9599 | 0.8681 | 3.1290 | 1.1557 | 2.2162e-11 17
89920 | 0.0177 | 2.3862 | 1.1711 | 0.7849 | 0.9094 | 2.4276 | 1.1330 | 2.2453e-11 8

Cuadro 5.1: Ejemplo 1: Historial de convergencia para el sistema de Boussinesq
usando la familia de Galerkin completamente no conforme BDM; —Pq(7;,) —P{(Ty)
(k=1).

5.2. Ejemplo 2: un caso de capa limite

Para el siguiente ejemplo, se trabaja con un dominio poligonal 2 = (—0.5,1.5) X

(0,2) y cuyas funciones estan dadas por:

1 — €' cos(2my)
u(z,y) = ; p(z,y)
=lel sin(2my)

|
—-ef 0(z,y) = 2y +1

Il
®
=

donde

. 1 ( / 1 M) —8m?
P= 157 5y l=
9l \Jo 2 v+ V2 + 1672
De manera similar, se especifica en la siguiente tabla, las tasas de convergencia

y errores para cada parametro de estudio, con respecto al ejemplo de capa limite.
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5.2. Ejemplo 2: un caso de capa limite

50008 040608 1 121416 21e+0
—— o —

6h

-2.0e+

Pn

-1 05 0 05 1.le+00

92+00-6 4 2 0 2 4 6 8 1012 14 18e+01
\ L P S

Figura 5.1: Ejemplo 1: Lineas de corriente de la velocidad uy, presion p, y tem-
peratura 6, del sistema de Boussinesq obtenida con la familia de elementos finitos
discontinuos BDM; — Py(T5) — PEC(T,) (k=1) y N = 89920 grados de libertad.

Aproximacién de elementos finitos BDM; — Py(Ty,) — P{(Ty,)

N h e(u) r(u) e(p) r(p) e() r(0) | ||div uplleoq | Iter
268 | 0.7454 | 69.2488 - 68.727510 - 2.3310 - 1.2143e-10 10
1110 | 0.3802 | 44.2415 | 0.6655 | 27.8620 | 1.3411 | 1.1940 | 0.9937 | 1.0312e-10 14
4278 | 0.1901 | 23.2840 | 0.9261 17.8646 | 0.6412 | 0.5908 | 1.0150 | 1.4288e-10 10

17040 | 0.0951 | 11.3471 | 1.0376 9.7550 0.8734 | 0.2923 | 1.0161 | 1.5166e-10 18
67792 | 5.5933 | 0.5820 | 1.2096 4.7596 1.2271 | 0.1517 | 1.1217 | 1.5439e-10 34

Cuadro 5.2: Ejemplo 2: Historial de convergencia para el caso de capa limite usando la
familia de Galerkin completamente no conforme BDM,; — Po(7;) — P{¢(T,) (k = 1).
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5.2. Ejemplo 2: un caso de capa limite

up 50&08 4 é 8 WD 12 14 16 1.9e+01 Wﬁe 02 -120- 100 -80 UJ JD -20  1.8e+01

6 20e+00 0 1 2 3 4 5 6 7 8 99e+00
h il ni—

Figura 5.2: Ejemplo 2: Lineas de corriente de la velocidad uy,, presion p, y tempera-

tura 6;, para el caso de capa limite con la familia de elementos finitos discontinuos
BDM, — Py(T,) — P{¢(T,) (k=1) y N = 89920 grados de libertad.
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5.3. Ejemplo 3: flujo estacionario en una cavidad cuadrada.

5.3. Ejemplo 3: flujo estacionario en una cavidad

cuadrada.

En este ejemplo consideramos un problema de flujo estacionario en el cuadrado

unitario (0,1)? con condiciones de frontera fisica

0 sobre I 0
u=0 sobre I', 0= P and a—:0 sobre I'y,

4y(1 —y) sobre Fg) on
(5.1)

donde la condicion de frontera Dirichlet I'p = FS Y Fg ) con

Iy = {(z,y) €eR?: 2=0 y 0<y<1, ory=0 y 0<z<1},
Y ={(z.y) eR?>: =1y 0<y<1},

y la condicién de frontera Neumann esta definida por
In={(z,y) eR?*: y=1y 0<z<1}.

En este ejemplo, establecemos K como un tensor identidad, v = 0.5y g = (0, —1)".
Dado que, en este caso, se conoce una solucion no analitica, calcularemos los errores
y las tasas de convergencia considerando la solucion discreta obtenida con una malla
mds fina. (N = 273554) como la solucién exacta. En la Tabla [5.3] especificamos los
resultados obtenidos para la sucesion de triangulaciones uniformes considerando la
familia de elementos finitos discontinuos BDM,; — Py(7) — P{¢(7;,). Una vez més,
se observa que la tasa de convergencia O(h) es obtenida para todas las incgnitas, de
acuerdo con el Teorema [4.1.1]y que las velocidades discretas son de divergencia nula.
Mostramos, por lo tanto, en la Figura la velocidad aproximada, la presion y la

temperatura. Nuestros resultados coinciden con [38]. Todas las imdgenes presentadas
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5.3. Ejemplo 3: flujo estacionario en una cavidad cuadrada.

aqui son obtenidas con N = 67792 grados de libertad.

Aproximacién de elementos finitos BDM; — Py (7T;,) — P{(T)

N h e(u) r(u) e(p) r(p) e(0) r(0) | [|div upllecq | Iter
268 | 0.7454 | 6.3201 - 5.6810 - 1.0258 - 1.2190e-12 15
1110 | 0.3802 | 3.6201 | 0.8277 | 4.3212 | 0.4067 | 0.5852 | 0.8337 | 1.9250e-15 12
4278 | 0.1901 | 1.9850 | 0.8669 | 2.5850 | 0.7412 | 0.3192 | 0.8749 | 1.6210e-14 12

17040 | 0.0951 | 1.0875 | 0.8686 | 1.4652 | 0.8195 | 0.1724 | 0.8888 | 1.8870e-14 13
67792 | 0.0530 | 0.5820 | 1.0690 | 0.8789 | 0.8739 | 0.1002 | 0.9279 | 1.6988e-13 12

Cuadro 5.3: Ejemplo 3: Historial de convergencia para el flujo estacionario en

una cavidad cuadrada usando la familia de Galerkin completamente no conforme
BDM, — Py(T,) — P(Ty) (k= 1).
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5.3. Ejemplo 3: flujo estacionario en una cavidad cuadrada.

- 1.1e-06 001 0015 0.02 0.025 3.4e-02 -1.5e-01-01 -005 0 005 0.1 15e01
h \ L ’

6n

18605 02 03 04 05 06 07 08 99801
—

Figura 5.3: Example 3: Lineas de corriente de la velocidad uy, presion p, v tempe-
ratura 6, del flujo estacionario en una cavidad cuadrada obtenida con la familia de
elementos finitos discontinuos BDM,; — Py(7,) — PES(T,) (k = 1) y N = 89920
grados de libertad.
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