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Resumen

En este trabajo presentamos y analizamos un esquema de elementos finitos que arroja

aproximaciones de Galerkin discontinuo para las soluciones del sistema estacionario

de Boussinesq para la simulación de fenómenos de flujo no isotérmicos. El modelo

consiste en un sistema tipo Navier-Stokes, que describe la velocidad y la presión

del fluido, acoplado con una ecuación de advección-difusión para la temperatura. El

esquema numérico propuesto se basa en la técnica estándar de penalización interior

y un enfoque de aproximación para los términos convectivos no lineales y emplea los

elementos de divergencia conforme Brezzi-Douglas-Marini (BDM) de orden k para

la velocidad, elementos discontinuos de orden k − 1 para la presión y elementos dis-

continuos de orden k para la temperatura. Resultados de existencia y unicidad es

muestran y establecen rigurosamente, tanto para el esquema continuo, como para el

discreto y se derivan estimaciones del error a priori, óptimas. Los ejemplos numéricos

respaldan las tasas de convergencia teóricas esperadas, aśı como el buen comporta-

miento del modelo propuesto.

Palabras claves: Ecuaciones de Boussinesq, método de elementos finitos, método

de Galerkin discontinuo, elementos de divergencia conforme, teoŕıa de punto fijo,

análisis del error a priori.
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Abstract

In this work we present and analyze a finite element scheme yielding discontinuous

Galerkin approximations to the solutions of the stationary Boussinesq system for

the simulation of non-isothermal flow phenomena. The model consists of a Navier-

Stokes type system, describing the velocity and the pressure of the fluid, coupled to

an advection-diffusion equation for the temperature. The proposed numerical scheme

is based on the standard interior penalty technique and an upwind approach for the

nonlinear convective terms and employs the divergence-conforming Brezzi-Douglas-

Marini (BDM) elements of order k for the velocity, discontinuous elements of order

k − 1 for the pressure and discontinuous elements of order k for the temperature.

Existence and uniqueness results are shown and stated rigorously for both the conti-

nuous problem and the discrete scheme, and optimal a priori error estimates are also

derived. Numerical examples back up the theoretical expected convergence rates as

well as the performance of the proposed technique.

Key words: Boussinesq equations, finite element methods, discontinuous Galerkin

method, divergence-conforming elements, fixed-point theory, a priori error analysis.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Los flujos no isotérmicos se refieren se refieren a un proceso f́ısico básico de flujos

de fluidos con temperatura variable. Este proceso aparece con frecuencia y su in-

vestigación es de crucial relevancia en divesas situaciones de ingenieŕıa y ciencias

aplicadas que abarcan, por ejemplo, flujos geof́ısicos, atmosféricos y oceánicos, reac-

tores quḿicos y nucleares, procesos de calentamiento y enfriamiento, entre muchos

otros. La hipótesis de Boussinesq permite estudiar dichos flujos bajo el supuesto de

que las variaciones en la densidad del fluido no tienen efecto sobre el campo de flujo,

excepto que dan lugar a fuerzas de flotabilidad [7, 37].

El modelo matemático basado en la aproximación de Boussinesq para flujos no

isotérmicos es un sistema que consta de las ecuaciones de Navier-Stokes (para des-

cribir la velocidad y presión del fluido) y una ecuación de advección-difusión (para

modelar el campo de temperatura) acoplado mediante un término de flotabilidad y

transferencia de calor por convección. Debido a su relevancia y complejidad, has-

ta ahora se han propuesto variadas técnicas para aproximar éste y otros modelos

relacionados. (ver, e.g., [2–4, 6, 12, 13, 15–18, 21–23, 33–35, 38] y referencias de

esto).

Hasta donde sabemos, [6] es el primer método desarrollado para este problema basa-
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do en una formulación de elementos finitos primal. Aqúı, se aplica la teoŕıa de grado

topológico para establecer resultados de existencia de soluciones y, a nivel discreto,

se muestra que el uso de subespacios de elementos finitos de igual orden para la

velocidad y la temperatura conduce a una convergencia óptima. Los mismos resul-

tados se ampĺıan, posteriormente en [18] usando una técnica de elementos finitos

dual-mixta, empleando el Principio de Leray-Shauder y, a nivel discreto, espacios de

elementos finitos compatibles con la condición inf-sup, construidos sobre triangula-

ciones con una estructura de macroelementos [29, 30]. En [2, 12, 23, 33–35, 38] se

proponen otras técnicas primales, que incluyen estrategias basadas en proyecciones,

adaptabilidad y aproximaciones de velocidad con divergencia nula, mientras que los

trabajos [3, 4, 15–17, 21, 22] proponen esquemas de elementos finitos mixtos. Estas

referencias consideran un modelo con parámetros constantes y/o dependeientes de

la temperatura y diferentes condiciones de contorno.

En particular, [33–35] proponen esquemas esquemas de divergencia conforme, basa-

dos en un método de Galerkin discontinuo para las ecuaciones de Navier-Stokes, que

producen aproximaciones de velocidad con divergencia exactamente iguales a cero;

una condición esencial de las ecuaciones gobernantes, ya que esto, particularmente,

garantiza que las soluciones de las ecuaciones de flujo sean localmente conservativas

en términos de estabilidad de enerǵıa (ver [10, 11, 32], para más detalles al respec-

to). Con respecto a la ecuación del calor, se realizan métodos primales estándar,

mixto-primal (introduciendo un multiplicador de Lagrange) y mixto (introduciendo

una variable vectorial adicional) formulationes que han sido propuestas en el mis-

mo. Resultados de existencia de soluciones han sido establecidas suponiendo que

el dato Dirichlet de la temperatura es suficientemente pequeño, cuando se trata de

una condición de Dirichlet no homogénea para esta variable. A su vez, la unicidad

de soluciones débiles son garantizadas bajo supuestos de regularidad adicional y la

unicidad de soluciones discretas queda como un problema abierto.
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De acuerdo con lo anteriormente expuesto, el objetivo de este trabajo es diseñar un

nuevo método de elementos finitos para el problema de Boussinesq con las principales

caracteŕısticas de [18] and [34], es decir, que herede sus ventajas, desde el punto de

vista teórico, computacional y f́ısico. De esta manera, después de escribir el problema

fuerte en su forma débil estándar, extendemos la propuesta usada en [18] para derivar,

expĺıcitamente, estimaciones a priori para soluciones en términos de datos, a través

de un operador de extensión adecuado para el dato Dirichlet de la temperatura. Este

último, nos permite establecer, entonces, un resultado de existencia de soluciones

gracias al Principio de Leray-Schauder sin ninguna restricción sobre datos. Además,

la unicidad se establece asumiendo datos suficientemente pequeños y no se necesita

ninguna hipótesis de regularidad adicional.

Se desarrolla un esquema de Galerkin completamente discontinuo basado en la técni-

ca estándar de penalización interior (esto es, tanto para las ecuaciones del fluido,

como de la temperatura), tal como en [34]. Los subespacios de elementos finitos

están dados por elementos de divergencia conforme Brezzi-Douglas-Marini (BDM)

de orden k para la velocidad, y elementos discontinuos de orden k−1 y k para la pre-

sión y la temperatura, respectivamente. Similarmente al caso continuo, mostramos

resultados de existencia y unicidad de soluciones discretas y estimaciones del error a

priori con orden óptimo. Además, debido a su construcción, el método produce una

aproximación para la velocidad con divergencia nula.

El trabajo está estructurado como sigue. Comenzamos en la Sección 2.1.1 estable-

ciendo algunas notaciones y definiciones preliminares para, luego, introducir en la

Sección 2.1.2 las ecuaciones gobernantes, condiciones de frontera, suposiciones sobre

datos aśı como la respectiva forma débil del problema. El respectivo análisis de solu-

bilidad se lleva a cabo en la Sección 2.1.4. En toda la Sección 3 se introduce y analiza

el problema discreto. La Sección 4.1 describe el análisis de error a priori. Finalmente,
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se confirman las tasas de convergencia teórica y el buen comportamiento del modelo

propuesto se ilustra en 5 con un par de ejemplos numéricos.
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Caṕıtulo 2

El problema de Boussinesq y su

formulación débil

En este caṕıtulo introduciremos nuestro problema modelo, lo escribiremos en su

forma débil, discutiremos las propiedades de estabilidad de las formas involucradas,

y revisaremos algunas propiedades teóricas que aseguran la existencia y unicidad de

la solución.

En este caṕıtulo se realiza el análisis continuo del Sistema de Boussinesq, que

involucra estimaciones a priori y propiedades de estabilidad, las cuales se utilizan

para el buen planteamiento del problema y posterior demostración de existencia y

unicidad de solución.
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2.1. El problema modelo

2.1. El problema modelo

2.1.1. Notaciones y definiciones preliminares

El modelo que a considerar se establecerá en un dominio espacial, abierto y

acotado Ω ⊆ Rd, con d = 2 o d = 3, con frontera poligonal en 2D y poilédrica en 3D Γ

y vector exterior unitario normal n. También, suponemos que ΓD ,ΓN ⊆ Γ satisfacen

que ΓD ∩ ΓN = ∅, |ΓD| > 0 y Γ = ΓD ∪ ΓN. Se emplearán notaciones estándar para

espacios de Lebesgue y de Sobolev. En particular, Ws,p(Ω) (s ≥ 0) representa a todos

los espacios de funciones de Lp(Ω) (p ≥ 1) cuyas derivadas, en sentido distribucional,

que llegan hasta el orden s , están en Lp(Ω), y sus respectivas normas y seminormas

son denotadas por ‖ · ‖s,p,Ω and | · |s,p,Ω. Cuando p = 2, denotamos por Hs(Ω) :=

Ws,2(Ω), ‖ · ‖s,Ω := ‖ · ‖s,2,Ω y | · |s,Ω := | · |s,p,Ω, respectivamente. El caso s = 1/2 en el

dominio ΓD corresponde al espacio de trazas, denotado por H1/2(ΓD), sobre ΓD con

norma definida como

‖φ‖1/2,ΓD
= ı́nf

{
‖ψ‖1,Ω : ψ ∈ H1(Ω), ψ|ΓD

= φ
}
.

El espacio de funciones con traza cero sobre el subdominio Γ? ⊆ Γ, con |Γ?| > 0,

será denotado por H1
Γ?

(Ω) (o H1
0 (Ω) cuando Γ? = Γ), para lo cual, gracias a la

Desigualdad de Poincaré Generalizado, existe CFP > 0 (dependiendo sólo de Ω y

Γ?), tal que

‖ψ‖1,Ω ≤ CFP |ψ|1,Ω ∀ψ ∈ H1
Γ?

(Ω) . (2.1)

También, usaremos y denotaremos por L2
0(Ω) al espacio de funciones de L2 tales que

su integral sobre Ω es cero. Asimismo, haremos referencia a los espacios de Hilbert

6



2.1. El problema modelo

vectoriales como sigue

H(div ,Ω) :=
{
w ∈ [L2(Ω)]d : div w ∈ L2(Ω)

}
,

H0(div ,Ω) :=
{
w ∈H(div ,Ω) : w · n = 0 sobre Γ

}
,

H0(div 0,Ω) :=
{
w ∈H0(div ,Ω) : div w = 0 en Ω

}
.

Además, recordamos que el embebimiento de Sobolev H1(Ω) ↪→ Lq(Ω) se cumple

para 1 ≤ q < ∞ donde d = 2 y 1 ≤ q ≤ 6 donde d = 3. En particular, existe una

constante CSob(q, d) > 0, dependiendo sólo del dominio, tal que

‖ψ‖0,q,Ω ≤ CSob(q, d)‖ψ‖1,Ω para

 q ≥ 1 si d = 2 ,

q ∈ [1, 6] si d = 3.

(2.2)

∇ · :=
(
∂ ·
∂xi

)
1≤i≤n denota el operador gradiente para campos escalares, mien-

tras que los operadores gradiente, laplaciano y divergencia para un campo vectorial

velocidad v = (vi)1≤i≤n son denotados, respectivamente, por

∇v :=

(
∂vi
∂xj

)
1≤i,j≤n

, ∆v := div (∇v) =
n∑
i=1

∂2vi
∂x2

i

, y div (v) :=
n∑
i=1

∂vi
∂xi

,

2.1.2. El problema de Boussinesq estacionario: Formulación

fuerte y débil.

Las ecuaciones para describir flujos estables impulsados térmicamente en un do-

minio Ω, usando la aproximación de Boussinesq, se describen como sigue. Encontrar

la velocidad u = (ui)1≤i≤d : Ω −→ Rd, la presión p : Ω −→ R y la temperatura

7



2.1. El problema modelo

θ : Ω −→ bR satisfaciendo el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales parciales

− ν ∆u + (u · ∇) u + ∇p − θ g = 0 , div u = 0,

− div (K∇θ) + u · ∇θ = 0

 en Ω , (2.3)

donde ν > 0 representa la viscosidad cinemática del fluido, g ∈ [L2(Ω)]d es la acele-

ración debida a la gravedad y K ∈ [L∞(Ω)]d×d es un tensor definido uniformemente

positivo asociado a la conductividad térmica del fluido que satisface la propiedad

x ·Kx ≥ k0 |x|2 , ∀x ∈ Rd , para algún κ0 > 0 . (2.4)

Las ecuaciones de la primera fila de (2.3) expresan el momentum y la consevación

de masa, respectivamente y la última ecuación de la misma fila refuerza, particular-

mente, la divergencia nula restringida a la velocidad. El término θg que alĺı aparece

describe el término de flotabilidad que impulsa el flujo del fluido. A su vez, la ecuación

de convección-difusión que aparece en la segunda fila de (2.3) expresa la conservación

de enerǵıa y describe la distribución de calor del fluido.

Para completar el sistema (2.3) necesitamos especificar, apropiadamente, condiciones

de contorno. Para hacer esto,asumiremos que el fluido tiene velocidad cero sobre la

frontera Γ (una condición de no deslizamiento/condición de Dirichlet homogénea para

la velocidad del fluido),que su temperatura está dada en la frontera ΓD (condición de

Dirichlet no homogénea para la temperatura) y que no hay flujo de calor sobre ΓN

(una superficie aislada/condición de Neumann homogénea para la temperatura). Por

lo tanto, denotando la temperatura como θD ∈ H1/2(ΓD), llegamos a las siguientes

condiciones f́ısicas de frontera

u = 0 sobre Γ , θ = θD sobre ΓD and
∂θ

∂n
= 0 sobre ΓN , (2.5)

8



2.1. El problema modelo

Para lograr la formulación débil estándar de (2.3)-(2.5), multiplicamos las ecuaciones

en (2.3) por apropiadas funciones de prueba v ∈ [H1
0 (Ω)]d, q ∈ L2

0(Ω) y ψ ∈ H1
ΓD

(Ω),

respectivamente, integrando sobre el dominio, luego, usando la fórmula de integración

por partes en los términos de difusión y, después, incorporando las condiciones de

frontera (2.5), obtenemos la formulación variacional: Encontrar (u, p, θ) ∈ [H1
0 (Ω)]d×

L2
0(Ω)×H1(Ω) con θ|ΓD

= θD tal que

A S(u,v) + C S(u; u,v) − BS(v, p) = DS(θ,v),

BS(u, q) = 0 ,

A T (θ, ψ) + C T (u; θ, ψ) = 0,

(2.6)

para todo (v, q, ψ) ∈ [H1
0 (Ω)]d × L2

0(Ω)×H1
ΓD

(Ω), donde las formas bilineales

A S : [H1
0 (Ω)]d × [H1

0 (Ω)]d → R y A T : H1(Ω)×H1(Ω)→ R están definidas por

A S(u,v) = ν

∫
Ω

∇u : ∇v , y A T (θ, ψ) =

∫
Ω

K∇θ · ∇ψ , (2.7)

BS : [H1
0 (Ω)]d × L2

0(Ω)→ R es la forma bilineal asociada al operador divergencia, a

saber

BS(v, q) =

∫
Ω

q div v (2.8)

y C S : [H1
0 (Ω)]d× [H1

0 (Ω)]d× [H1
0 (Ω)]d → R y C T : [H1

0 (Ω)]d×H1(Ω)×H1(Ω)→ R

son las formas trilineales vinculadas a los términos convectivos y están dadas por

C S(w; u,v) =

∫
Ω

(∇u)w · v , y C T (w; θ, ψ) =

∫
Ω

(w · ∇θ)ψ . (2.9)

Finalmente, la forma Ds : H1(Ω) × [H1(Ω)]d −→ R está asociada al término de

9



2.1. El problema modelo

flotabiildad y está definido por

DS(θ,v) =

∫
Ω

θ g · v (2.10)

2.1.3. Propiedades de estabilidad.

Mostraremos algunas propiedades de estabilidad de las formas definidas en la

formulación variacional (2.6). Usando las definiciones y la Desigualdad de Cauchy-

Schwarz, es fácil ver que las formas A S y A T definidas en (2.7) son acotadas en sus

respectivos espacios satisfaciendo

∣∣∣A S(u,v)
∣∣∣ ≤ ν ‖u‖1,Ω ‖v‖1,Ω ∀u,v ∈ [H1(Ω)]d (2.11)∣∣∣A T (θ, ψ)
∣∣∣ ≤ ‖K‖∞,Ω ‖θ‖1,Ω ‖ψ‖1,Ω ∀ θ, ψ ∈ H1(Ω) (2.12)

Además, por la Desigualdad de Poincaré con constante CFP > 0, (ver (2.1) ) y por

la propiedad (2.4), se sigue que

A S(v,v) = ν |v|21,Ω ≥ ν CFP‖u‖2
1,Ω ∀v ∈ [H1

0 (Ω)]d (2.13)

A T (v,v) ≥ κ0 |ψ|21,Ω ≥ κ0CFP‖ψ‖2
1,Ω ∀ψ ∈ H1

ΓD
(Ω) , (2.14)

De este modo, las formas bilineales A S y A T son eĺıpticas en [H1
0 (Ω)]d y H1

ΓD
(Ω),

respectivamente. Además, por la Desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos que la

forma bilineal BS definida en (2.8) es claramente continua, esto es,

∣∣∣BS(q,v)
∣∣∣ ≤ ‖q‖0,Ω ‖v‖1,Ω ∀ q ∈ L2

0(Ω), ∀v ∈ [H1(Ω)]d (2.15)

10



2.1. El problema modelo

y satisface la condición inf-sup

sup
v∈[H1

0 (Ω)]d

v 6=0

BS(v, q)

‖v‖1,Ω

≥ β ‖q‖0,Ω ∀ q ∈ L2
0(Ω) , (2.16)

para alguna constante positiva β, que sólo depende del dominio Ω, la cual viene del

hecho de que el operador divergencia es un isomorfismo de X⊥ a L2
0(Ω) (y, por lo

tanto, sobreyectivo), donde X representa el kernel de BS (ver [26, Corolario I.2.4]),

esto es,

X =
{

v ∈ [H1
0 (Ω)]d : BS(v, q) = 0 , ∀q ∈ L2

0(Ω)
}

=
{

v ∈ [H1
0 (Ω)]d : div v = 0

}
.

(2.17)

A su vez, con respecto a las formas trilineales C S y C T (cf. (2.9)), podemos usar

la Desigualdad de Hölder y las estimaciones de Sobolev dadas por (2.2) para concluir

que

∣∣∣C S(w; u,v)
∣∣∣ ≤ ‖w‖0,q,Ω‖∇u‖0,Ω‖v‖0,q′,Ω ≤ C ‖w‖1,Ω ‖u‖1,Ω ‖v‖1,Ω (2.18)∣∣∣C T (w; θ, ψ)
∣∣∣ ≤ ‖w‖0,q,Ω ‖∇θ‖0,Ω ‖ψ‖0,q′,Ω ≤ C ‖w‖1,Ω ‖θ‖1,Ω ‖ψ‖1,Ω (2.19)

para todo w,u,v ∈ [H1(Ω)]d y θ, ψ ∈ H1(Ω), donde q es consistente con la dimensión

d de acuerdo con (2.2) y q′ denota el respectivo conjugado de Hölder satisfaciendo

1
q

+ 1
q′

= 1
2
. Adicionalmente, usando la fórmula de integración por partes, se sigue que

tanto C S como C T son anti-simétricas con respecto a las últimas dos componentes

cuando el primer argumento es de divergencia nula y tiene componente normal cero

en la frontera, esto es,

C S(w; u,v) = −C S(w; v,u) y C T (w; θ, ψ) = −C T (w;ψ, θ) (2.20)

11
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para todo w ∈ X, u,v ∈ [H1
0 (Ω)]d y θ, ψ ∈ H1(Ω). En particular, considerando

v = u y ψ = θ en (2.20)

C S(w; v,v) = 0 y C T (w;ψ, ψ) = 0 , (2.21)

para todo w ∈ X, v ∈ [H1(Ω)]d y ψ ∈ H1(Ω). Para la forma DS, usando la

Desigualdad de Hölder y la Desigualdad de Sobolev (2.2) se sigue fácilmente que

∣∣∣DS(θ,v)
∣∣∣ ≤ ‖θ‖0,q,Ω‖g‖0,Ω‖v‖0,q′,Ω ≤ C ‖g‖0,Ω ‖θ‖1,Ω ‖v‖1,Ω (2.22)

2.1.4. Formulación débil del problema

En esta sección se mostrarán resultados de existencia y unicidad del problema

(2.6). Como en la formulación estándar velocidad-presión de las ecuaciones de Navier-

Stokes, notamos que la restricción de divergencia nula dada por la segunda ecuación

de (2.6) implica que una eventual y respectiva solución u debe pertenecer al kernel de

la forma bilineal BS (definida en (2.17)) y, de este modo, este problema puede ser, de

manera equivalente, reducido a X, prescindiendo de la presión, gracias a la condición

inf-sup (3.18). Por otra parte, para trabajar la condición de Dirichlet no homogénea

en la temperatura, necesitamos introducir una extensión, la que denotaremos por,

θ1 ∈ H1(Ω) de θD ∈ H1/2(ΓD) para la cual θ0 = θ − θ1 ∈ H1
ΓD

(Ω). Considerando

θ = θ0 + θ1, observamos que el problema (2.6) es equivalente al problema reducido:

Encontrar (u, θ0) ∈X ×H1
ΓD

(Ω) tal que:

A S(u,v) + C S(u; u,v) = DS(θ0 + θ1,v),

A T (θ0, ψ) + C T (u; θ0, ψ) = −A T (θ1, ψ) − C T (u; θ1, ψ)
(2.23)

12
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para todo (v, ψ) ∈ X ×H1
ΓD

(Ω). Inspirado por el enfoque empleado en [18], lo que

sigue, ahora, es derivar estimaciones de solución a priori para el problema (2.23) (ver

sección 2.1.5) las cuales ayudarán a probar que existe solución usando el Teorema

Principio de Leray-Schauder. (ver sección 2.1.6).

2.1.5. Estimados a priori.

En esta sección derivaremos estimados a priori para soluciones débiles para el

problema reducido (2.23). Antes de abordar esto, notemos del lado derecho de la se-

gunda ecuación de (2.23) que una extensión θ1 de θD está involucrada en los términos

de difusión y convección de A T y C T , respectivamente. Por lo tanto, necesitamos

definir correctamente la extensión θ1 para conseguir cotas a priori de soluciones de

manera expĺıcita, en término de los datos y sin ninguna restricción (Teorema 2.1.2

abajo). El siguiente resultado permitirá cumplir este objetivo.

Lema 2.1.1. Sea Ω un dominio acotado en Rd, d = 2 o d = 3, con frontera Lipschitz

continua. Entonces, para δ ∈ (0, 1) cualquiera, existe un operador de extensión Eδ :

H1/2(ΓD) → H1(Ω) tal que ‖Eδψ‖0,3,Ω ≤ Cδ‖ψ‖1/2,ΓD
y ‖Eδψ‖1,Ω ≤ Cδ−4‖ψ‖1/2,ΓD

para todo ψ ∈ H1/2(ΓD).

Demostración. Ver [18, Lemma 3.2].

Teorema 2.1.2. Sea (u, θ0) una solución para (2.23). Entonces, la siguiente esti-

mación a priori se cumple

‖u‖1,Ω ≤ C1(ν,K, θD,g) y ‖θ0‖1,Ω ≤ C2(ν,K, θD,g) , (2.24)

donde

C1(ν,K, θD,g) = C ν−5 ‖g‖5
0,Ω

(
κ−1

0 ‖K‖+ 1
)
κ−4

0 ‖θD‖5
1/2,Γ ,

13
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y

C2(ν,K, θD,g) = Cν−4
(
k−1

0 ‖K‖∞,Ω + 1
)
k−4

0 ‖g‖4
0,Ω‖θD‖5

1/2,ΓD
.

Demostración. Vamos a suponer que (u, θ0) es una solución para (2.23). Por lo tanto,

considerando v = u y ψ = θ0, y usando las propiedades (2.20) y (2.21) de las formas

trilineales C S y C T , respectivamente, tenemos que

A S(u,u) = DS(θ0 + θ1,u),

A T (θ0, θ0) = −A T (θ1, θ0) − C T (u; θ1, θ0) = −A T (θ1, θ0) + C T (u; θ0, θ1).

(2.25)

Usando la elipticidad de A S y la continuidad de la forma bilineal Ds (ver (2.13) y

(2.22)) en la primera ecuación de (2.25), tenemos que

ν CFP ‖u‖2
1,Ω ≤ C ‖g‖0,Ω ‖θ0 + θ1‖1,Ω ‖u‖1,Ω

luego, simplificando y usando desigualdad triangular obtenemos

‖u‖1,Ω ≤ C ν−1 ‖g‖0,Ω

(
‖θ0‖1,Ω + ‖θ1‖1,Ω

)
. (2.26)

Por otra parte, usando la continuidad y la elipticidad de A T (ver (2.12) y (2.14)),

la estimación (2.19) de la forma trilineal C T (con q = 6 y q′ = 3) y, posteriormente,

los embebimientos de Sobolev H1(Ω)d ↪→ L6(Ω)d y H1(Ω) ↪→ L3(Ω) (ver (2.2)) en la

segunda ecuación de (2.25), se sigue que

κ0CFP ‖θ0‖2
1,Ω ≤ ‖K‖∞,Ω‖θ0‖1,Ω ‖θ1‖1,Ω + ‖u‖0,6,Ω‖∇θ0‖0,Ω‖θ1‖0,3,Ω

≤ ‖K‖∞,Ω‖θ0‖1,Ω ‖θ1‖1,Ω + C ‖u‖1,Ω‖θ0‖1,Ω‖θ1‖0,3,Ω ,

14
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Posteriormente, simplificando, obtenemos

‖θ0‖1,Ω ≤ Cκ−1
0

(
‖K‖∞,Ω ‖θ1‖1,Ω + ‖u‖1,Ω‖θ1‖0,3,Ω

)
. (2.27)

Usando (2.27) en (2.26) obtenemos

‖u‖1,Ω ≤ C ν−1 ‖g‖0,Ω

[ (
κ−1

0 ‖K‖∞,Ω + 1
)
‖θ1‖1,Ω + κ−1

0 ‖θ1‖0,3,Ω ‖u‖1,Ω

]
. (2.28)

Aśı, definiendo θ1 = EδθD ∈ H1(Ω) como la extensión de θD demostrada en 2.1.1 se

satisface que

‖θ1‖0,3,Ω ≤ Cδ‖θD‖1/2,ΓD
y ‖θ‖1,Ω ≤ Cδ−4‖θD‖1/2,ΓD

, (2.29)

con δ ∈ (0, 1) tal que

C ν−1 ‖g‖0,Ω δ κ
−1
0 ‖θD‖1/2,ΓD

=
1

2
, (2.30)

de esta manera, deducimos la estimación a priori para u usando (2.29) y (2.30) en

la estimación preliminar (2.28) para obtener

‖u‖1,Ω ≤ C δ−4 ν−1 ‖g‖0,Ω

(
κ−1

0 ‖K‖+ 1
)
‖θD‖1/2,ΓD

. (2.31)

A su vez, reemplazando (2.31) en (2.27), obtenemos la respectiva estimación a priori

para θ0, esto es,

‖θ0‖1,Ω ≤ C δ−4
(
κ−1

0 ‖K‖∞,Ω + 1) ‖θD‖1/2,ΓD
. (2.32)

Finalmente, resolviendo (2.30) para δ y reemplazándola en (2.31) y (2.32) obtenemos

la expresión expĺıcita tanto para C1(ν,K, θD,g) como para C2(ν,K, θD,g) estableci-
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das en (2.24).

2.1.6. Existencia de solución.

En esta sección demostraremos existencia de solución para el problema (2.23)

usando un resultado, que es un caso especial del Principio de Leray-Schauder cono-

cido como el Teorema de Schaefer. Lo enunciamos a continuación.

Teorema 2.1.3. Sea X un espacio de Banach, f : X −→ X una función continua

y compacta. Supongamos, además, que el conjunto

{
x ∈ X : x = λ f(x) para algún λ ∈ [0, 1]

}
es acotado. Entonces f tiene un punto fijo.

Para poner el problema (2.23) en el contexto del Teorema (2.1.3), consideremos,

primero, la versión linealizada definida como: Dado (w, φ) ∈ X × H1
ΓD

(Ω) y θ1 =

EδθD, con δ > 0 definido de acuerdo a (2.30), encontrar (u, θ0) ∈ X × H1
ΓD

(Ω)

satisfaciendo

A S(u,v) + C S(w; u,v) = DS(φ+ θ1,v),

A T (θ0, ψ) + C T (w; θ0, ψ) = −A T (θ1, ψ) − C T (w; θ1, ψ) ,
(2.33)

o equivalentemente,

Aw((u, θ0), (v, ψ)) = F(w,ϕ)(v, ψ) ∀ (v, ψ) ∈ X ×H1
0 (Ω). (2.34)
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donde,

Aw((u, θ0), (v, ψ)) = A S(u,v) + C S(w; u,v) + A T (θ0, ψ) + C T (w; θ0, ψ) (2.35)

y

F(w,φ)(v, ψ) = DS(φ+ θ1,v) − A T (θ1, ψ) − C T (w; θ1, ψ) (2.36)

para todo (v, ψ) ∈ X × H1
ΓD

(Ω). En segundo lugar, consideremos la familia de

problemas de punto fijo: Encontrar (w, ψ) ∈X ×H1
ΓD

(Ω) tal que

(w, φ) = λL (w, φ) para cada λ ∈ [0, 1] , (2.37)

donde el operador

λL : X ×H1
ΓD

(Ω) −→ X ×H1
ΓD

(Ω)

(w, φ) 7−→ (u, θ0) := (λL1(w, φ), λL2(w, φ))

(2.38)

y donde (u, θ0) ∈X ×H1
ΓD

(Ω) satisface

Aw((u, θ0), (v, ψ)) = λF(w,φ)(v, ψ) ∀ (v, ψ) ∈ X ×H1
ΓD

(Ω). (2.39)

Como resultado, vemos que los problemas (2.34) y (2.37), con λ = 1, son, en efecto,

equivalentes. El siguiente resultado establece que L está bien definido.

Lema 2.1.4. El operador L (cf. (2.38)-(2.39)) está bien definido. Además, se cumple

que

‖L (w, φ)‖ ≤ 1

CAw

{
C3(ν,K, θD,g) ‖(w, φ)‖ + C4(ν,K, θD,g)

}
, (2.40)

para cualquier (w, φ) ∈ X × H1
ΓD

(Ω), donde CAw , C3(ν,K, θD,g) y C4(ν,K, θD,g)

17
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son las constantes especificadas en (2.42), (2.47) y (??) , respectivamente.

Demostración. Mostrar que L está bien definido es equivalente a establecer que

el problema (2.39) está bien definido. Sea (w, φ) ∈ X × H1
ΓD

(Ω) dado. Usando las

estimaciones (2.11), (2.12), (2.18) y (2.19) y la Desigualdad de Cauchy-Schwarz ,

tenemos que Aw es acotada como sigue

∣∣Aw((u, θ0), (v, ψ))
∣∣ ≤ ∣∣A S(u,v)

∣∣ +
∣∣C S(w; u,v)

∣∣ +
∣∣A T (θ0, ψ)

∣∣ +
∣∣C T (w; θ0, ψ)

∣∣
≤ ν ‖u‖1,Ω ‖v‖1,Ω + ‖K‖∞,Ω‖θ0‖1,Ω ‖ψ‖1,Ω + C‖w‖1,Ω ‖u‖1,Ω ‖v‖1,Ω + C‖w‖1,Ω ‖θ0‖1,Ω ‖ψ‖1,Ω

≤ C máx
{
ν, ‖K‖∞,Ω, ‖w‖1,Ω

} (
‖u‖2

1,Ω + ‖θ0‖2
1,Ω

)1/2 (‖v‖2
1,Ω + ‖ψ‖2

1,Ω

)1/2

≤ ‖Aw‖ ‖(u, θ0)‖ ‖(v, ψ)‖ ,

con constante positiva
∥∥Aw

∥∥ = C máx
{
ν, ‖K‖∞,Ω, ‖w‖1,Ω

}
. Adicionalmente, gracias

a la elipticidad de A S y A T (ver (2.13) y (2.14)) y a la propiedad de C S and C T al

ser anti-simétricas en las últimas dos componentes (ver (2.21)), se cumple

Aw((v, ψ), (v, ψ)) ≥ ν CFP ‖v‖2
1,Ω + κ0CFP ‖ψ‖2

1,Ω ≥ CAw ‖(v, ψ)‖2 (2.41)

y aśı, Aw es coerciva en X ×H1
ΓD

(Ω) con constante

CAw = C mı́n{ν, κ0}. (2.42)

Finalmente, con respecto al funcional lineal F(w,φ), definido en (2.36), observamos

que se puede reescribir como

F(w,φ)(v, ψ) = F1,(w,φ)(v, ψ) + F2(v, ψ) (2.43)
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donde

F1,(w,φ)(v, ψ) = DS(φ,v) − C T (w; θ1, ψ) (2.44)

y

F2(v, ψ) = DS(θ1,v) − A T (θ1, ψ) . (2.45)

Por lo tanto, usando tanto las estimaciones (2.19) y (2.22) como la estimación para

θ1 de acuerdo a (2.29) en la norma H1 con δ dado respecto de (2.30), tenemos que

∣∣F1,(w,φ)(v, ψ)
∣∣ ≤ ∣∣DS(φ,v)

∣∣ +
∣∣C T (w; θ1, ψ)

∣∣
≤ C

(
‖g‖0,Ω‖φ‖1,Ω‖v‖1,Ω + ‖w‖1,Ω‖θ1‖1,Ω‖ψ‖1,Ω

)
≤ C máx

{
ν−4κ−4

0 ‖g‖4
0,Ω‖θD‖5

1/2,ΓD
, ‖g‖0,Ω

} (
‖w‖2

1,Ω + ‖φ‖2
1,Ω

)1/2 (‖v‖2
1,Ω + ‖ψ‖2

1,Ω

)1/2

≤ C3(ν,K, θD,g) ‖(w, φ)‖ ‖(v, ψ)‖
(2.46)

donde

C3(ν,K, θD,g) = C máx
{
ν−4κ−4

0 ‖g‖4
0,Ω‖θD‖5

1/2,ΓD
, ‖g‖0,Ω

}
. (2.47)

A su vez, combinando, ahora, las estimaciones (2.12) y (2.22) y usando, nuevamente,

la estimación para la ‖θ1‖1,Ω (como en la estimación anterior) obtenemos

∣∣F2(v, ψ)
∣∣ ≤ ∣∣DS(θ1,v)

∣∣ +
∣∣A T (θ1, ψ)

∣∣ ≤ C
(
‖g‖0,Ω‖θ1‖1,Ω‖v‖1,Ω + ‖K‖∞,Ω‖θ1‖1,Ω‖ψ‖1,Ω

)
≤ C ν−4κ−4

0 ‖g‖4
0,Ω‖θD‖5

1/2,ΓD
máx

{
‖g‖0,Ω, ‖K‖∞,Ω

} (
‖v‖2

1,Ω + ‖ψ‖2
1,Ω

)1/2

≤ C4(ν,K, θD,g) ‖(v, ψ)‖

donde C4(ν,K, θD,g) = C ν−4κ−4
0 ‖g‖4

0,Ω‖θD‖5
1/2,ΓD

máx
{
‖g‖0,Ω, ‖K‖∞,Ω

}
. De este
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modo, combinando las últimas dos estimaciones, obtenemos

∣∣F(w,φ)(v, ψ)
∣∣ ≤ C3(ν,K, θD,g) ‖(w, φ)‖ ‖(v, ψ)‖ + C4(ν,K, θD,g) ‖(v, ψ)‖

y, por lo tanto, F(w,φ) ∈
(
X ×H1

ΓD
(Ω)
)′

con

∥∥F(w,φ)

∥∥ ≤ C3(ν,K, θD,g) ‖(w, φ)‖ + C4(ν,K, θD,g) .

Por el Lema de Lax-Milgram, para cualquier (w, φ) ∈X ×H1
ΓD

(Ω) existe una única

(u, θ0) ∈ X ×H1
ΓD

(Ω) solución para (2.39) o, equivalentemente, tal que L (w, φ) =

(L1(w, φ),L2(w, φ)) = (u, θ0), lo que significa que el operador L (cf. (2.38)) está

bien definido.

El siguiente resultado establece propiedades claves del operador L .

Lema 2.1.5. El operador L : X × H1
ΓD

(Ω) → X × H1
ΓD

(Ω) definido por (2.38)-

(2.39) es compacto. Además, el operador es localmente Lipschitz continuo, esto es,

para todo (w, φ) , (w̃, φ̃) ∈ X ×H1
ΓD

(Ω), se cumple que

‖L (w, φ)−L (w̃, φ̃)‖ ≤ CLIP ‖(w, φ) − (w̃, φ̃)‖, (2.48)

con CLIP = C−1
Aw

C3(ν,K, θD,g) donde CAw = C mı́n{ν, κ0} es la constante de coer-

cividad de la forma bilineal Aw (definida en (2.42)) y C3(ν,K, θD,g) está dada por

(2.47).

Demostración. Vamos a comenzar mostrando que el operador L definido por (2.38)-

(2.39) es compacto. Para esto demostraremos que la imagen {L (wn, φn)}n≥1 de

cualquier sucesión {(wn, φn)}n≥1 ⊆ X ×H1
ΓD

(Ω) débilmente convergente a (w, φ) ∈

X ×H1
ΓD

(Ω) es, en norma, fuertemente convergente a L (w, φ). De acuerdo al lema
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2.1.4, sean (un, θ0,n), (u, θ0) ∈X ×H1
ΓD

(Ω) los únicos elementos que satisfacen

(un, θ0,n) = L (wn, φn) para cada n ≥ 1 y (u, θ0) = L (w, φ) . (2.49)

Por lo tanto, aplicando la coercividad de Aw con respecto a (2.41), su linealidad en la

primera componente, la definición (2.39) de L (con λ = 1 y (v, ψ) = (un−u, θ0,n−
θ0)) y, posteriormente, la definición de F1 definida en (2.44) y las estimaciones (2.19)

y (2.22), con q = q′ = 4, obtenemos que

‖L (wn, φn)−L (w, φ)‖2 = ‖(un, θ0,n)− (u, θ0)‖2

≤ C−1
Aw
Aw((un, θ0,n)− (u, θ0), (un, θ0,n)− (u, θ0))

≤ C−1
Aw

{
Aw((un, θ0,n), (un − u, θ0,n − θ0))−Aw((u, θ0), (un − u, θ0,n − θ0))

}
= C−1

Aw
F1,(wn−w,φn−φ)(un − u, θ0,n − θ0)

≤ C−1
Aw

{
‖g‖0,Ω ‖φn − φ‖0,4,Ω ‖un − u‖0,4,Ω − ‖wn −w‖0,4,Ω ‖∇θ1‖0,Ω ‖θ0,n − θ0‖0,4,Ω

}
.

(2.50)

Ahora, dado que (wn, φn) ⇀ (w, φ), se sigue que ‖wn−w‖0,4,Ω
n→∞−−−→ 0 y ‖φn−φ‖0,4,Ω

n→∞−−−→

0 de acuerdo al Teorema de Rellich-Kondrachov. También, notemos que (un, θ0,n) y (u, θ0),

que vienen de (2.49), satisfacen (2.40) y, por lo tanto, éstas son acotadas en sus respecti-

vas normas, ya que {(wn, φn)}n≥1 es acotada, pues es débilmente convergente, como una

consecuencia del Teorema de Banach-Steinhaus. En vista de estos hechos y de la estima-

ción (2.50), podemos concluir que ‖L (wn, φn) −L (w, φ)‖ n→∞−−−→ 0 y, por lo tanto, L es

compacto.

En lo que sigue, para mostrar la propiedad de Lipschitz continuidad consideramos (w, φ), (w̃, φ̃) ∈

X ×H1
ΓD

(Ω) y sea

(u, θ0) = L (w, φ) y (ũ, θ̃0) = L (w̃, φ̃) . (2.51)
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Procediendo similarmente a (2.50) y usando (2.46) tenemos que

‖L (w, φ)−L (w̃, φ̃)‖2 ≤ C−1
Aw

F
1,(w−w̃,φ−φ̃)

(u− ũ, θ0 − θ̃0)

≤ C−1
Aw

C3(ν,K, θD,g) ‖(w, φ)− (w̃, φ̃)‖ ‖(u, θ0)− (ũ, θ̃0)‖ ,
(2.52)

y, después, usando (2.51) y simplificando, obtenemos (2.48).

En lo que sigue, mostraremos que el conjunto

{
(u, θ0) ∈X ×H1

ΓD
(Ω) : (u, θ0) = λL (u, θ0) para λ ∈ [0, 1]

}
es acotado. Equivalentemente, necesitamos mostrar que cualquier (punto fijo) solu-

ción (u, θ0) para (2.39) es uniformemente acotada con respecto a λ ∈ [0, 1]. Para

hacer esto, observamos que, de acuerdo a la definición de L , (u, θ0) debe satisfacer

Au((u, θ0), (v, ψ)) = λF(u,θ0)(v, ψ) ∀ (v, ψ) ∈ X ×H1
ΓD

(Ω) .

En particular, usando la definición de Aw y F(w,φ), conforme a (2.35) y (2.36), con

(u, θ0) en lugar de (w, φ), considerando (v, ψ) = (u, θ0), usando la propiedad de C S y

C T , antisimétricas en las últimas dos componentes, dada por (2.21) y desacoplando,

obtenemos

A S(u,u) = λDS(θ0 + θ1,u),

A T (θ0, θ0) = −λA T (θ1, θ0) − λC T (u; θ1, θ0)

que coincide con (2.25) en el Teorema 2.1.2 salvo la constante multiplicativa λ de la

parte derecha de sus expresiones y, por lo tanto, podemos deducir que

‖u‖1,Ω ≤ λC ν−1 ‖g‖0,Ω

(
‖θ0‖1,Ω + ‖θ1‖1,Ω

)
≤ Cν−1 ‖g‖0,Ω

(
‖θ0‖1,Ω + ‖θ1‖1,Ω

)
(2.53)
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y

‖θ0‖1,Ω ≤ λCκ−1
0

(
‖K‖∞,Ω ‖θ1‖1,Ω + ‖u‖1,Ω‖θ1‖0,3,Ω

)
≤ Cκ−1

0

(
‖K‖∞,Ω ‖θ1‖1,Ω + ‖u‖1,Ω‖θ1‖0,3,Ω

)
,

(2.54)

donde hemos usado el argumento que 0 ≤ λ ≤ 1. Además, notemos que las estimacio-

nes (2.53) y (2.54) son las mismas de (2.26) y (2.27), respectivamente, en el Teorema

(2.1.2). Además, la extensión θ1 = EδθD con δ > 0 dada por (2.30), de acuerdo con lo

indicado en la introducción del problema (2.33). Aśı, podemos proceder exactamente

como en la demostración del Teorema 2.1.2 y obtener la misma estimación a priori

para u y θ0. Más precisamente, hemos mostrado el siguiente resultado.

Lema 2.1.6. Sea (u, θ0) una solución para (2.38), entonces la siguiente estimación

a priori se cumple

‖u‖1,Ω ≤ C1(ν,K, θD,g) and ‖θ0‖1,Ω ≤ C2(ν,K, θD,g) ,

donde C1(ν,K, θD,g) y C2(ν,K, θD,g) son las constantes definidas en el Teorema

(2.1.2).

En este punto, estamos en condiciones de establecer resultados de existencia de

solución para el problema (2.23). En efecto, el lema 2.1.5 indica que el operador

L : X ×H1
ΓD

(Ω) −→X ×H1
ΓD

(Ω) es continuo y compacto. Además, el lema (2.1.6)

establece, esencialmente, que

{
(u, θ0) ∈X ×H1

ΓD
(Ω) (u, θ0) = λL (u, θ0) for λ ∈ [0, 1]

}
es acotado. Por lo tanto, el Teorema de Shaefer (ver Teorema 2.1.3) garantiza la

existencia de un punto fijo (u, θ0) ∈X ×H1
ΓD

(Ω) de L . Esto es,

(u, θ0) = L (u, θ0)
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y aśı, se satisface (2.34), es decir,

Au((u, θ0), (v, ψ)) = F(u,θ0)(v, ψ) ∀ (v, ψ) ∈ X ×H1
0 (Ω) ,

y, por lo tanto, (u, θ0) es una solución para (2.23). En virtud de lo anteriormente

expuesto, establecemos el siguiente resultado.

Teorema 2.1.7. Existe una solución (u, θ0) para (2.23).

Tal como en [18], destacamos que el Teorema 2.1.7 garantiza la existencia de

solución para (2.23) sin ninguna restricción sobre los datos (cf. [15–17]). Con respecto

a la unicidad, supongamos que (u, θ0) y (ũ, θ̃0) son dos soluciones del problema (2.23)

o, equivalentemente, son dos puntos fijos del operador L . Con ayuda de la propiedad

de Lipschitz continuidad de L (cf. Lema (2.1.5)), tenemos que

‖L (u, θ0)−L (ũ, θ̃0)‖ = ‖(u, θ0)− (ũ, θ̃0)‖ ≤ CLIP‖(u, θ0)− (ũ, θ̃0)‖

Pero de acuerdo al Teorema 2.1.2 (ver también (2.42)) y (2.47)) CLIP puede ser

expresada expĺıcitamente en término de los datos como

CLIP = C−1
Aw

C3(ν,K, θD,g) = C mı́n{ν, κ0}C3(ν,K, θD,g) . (2.55)

Se sigue, entonces, que para datos suficientemente pequeños la solución es única.

Más precisamente, tenemos el siguiente resultado de unicidad.

Teorema 2.1.8. Supongamos que los datos son suficientemente pequeños, para los

cuales, la constante CLIP (ver (2.55)) satisface CLIP < 1. Entonces existe una única

solución (u, θ0) para (2.23).
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Caṕıtulo 3

Esquema de Galerkin discontinuo

para el Sistema de Boussinesq.

En esta sección, presentamos y analizamos el esquema discreto basado en apro-

ximaciones de Galerkin discontinuo y que proponemos para la solución numérica del

problema (2.6). De esta manera, después de introducir algunas notaciones prelimi-

nares y definiciones en la Sección 3.0.1, establecemos y analizamos el esquema a lo

largo de la Sección 3.0.2.

3.0.1. Preliminares.

Sea Th una partición regular de Ω, compuesta por elementos simpliciales K,

donde K es un triángulo en 2D o un tetraedro en 3D, con un vector unitario normal

apuntando hacia afuera nK y diámetro del elemento, hK . Como es bien sabido, el

tamaño de la malla está definido como h := máx
K∈Th

hK . Por simplicidad, asumimos,

además que si ∂K ∩ ∂Ω 6= ∅ entonces |∂K ∩ ΓD| = 0 , o bien, |∂K ∩ ΓN| = 0 y

que la intersección de dos elementos es vaćıa, un vértice, un lado o una cara. El

conjunto de lados/caras de la malla Th será denotada por Eh = E ih ∪ Ebh, donde E ih y
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Ebh representan los conjuntos de todos(as) los(as) lados/caras interiores y de frontera,

respectivamente, y Ebh,ΓD
= Ebh ∩ΓD. Para cualquier lado/cara e ∈ Eh, denotamos por

he su respectivo (d− 1)-diámetro, esto es, su longitud en 2D o su diámetro máximo

en 3D.

Los operadores de saltos y promedios que serán usados en las secciones siguientes se

introducen a continuación. Primero, sea e ∈ E ih un lado/cara común de dos elementos

vecinos K+, K− ∈ Th satisfaciendo e = ∂K+ ∩ ∂K−, y sea n±e el vector unitario

normal para e sobre K±. Si ψ y v son funciones a trozos, escalares o vectoriales,

suficientemente regulares, sobre Th, respectivamente, denotamos por ψ± y v± sus

trazas tomadas desde el interior de K±. Entonces, definimos el salto [[ · ]] actuando

sobre ψ y v como

[[ψ]] =


ψ+n+

e + ψ−n−e , e ∈ E ih

ψ n , e ∈ Ebh

y [[v]] =


v+ ⊗ n+

e + v− ⊗ n−e , e ∈ E ih

v ⊗ n e ∈ Ebh

donde n es el vector unitario normal apuntando hacia afuera, para ∂Ω. A su vez, para

cualquier función a trozos (escalar, vectorial o tensorial) η definimos su promedio a

través de e ∈ E ih como {{ η }} = 1
2

(
η+ + η−

)
y {{η}} = η si e ∈ Ebh.

Para r ≥ 0, establecemos el espacio estándar de Sobolev a trozos

Hr(Th) =
{
φ ∈ L2(Ω) : φ

∣∣
K
∈ Hr(K) ∀K ∈ Th

}
. (3.1)

y las normas a trozos dependiendo de la malla

‖ψh‖2
1,Th =

∑
K∈Th

‖∇hψ‖2
0,K +

∑
e∈Eh

a0

he
‖ [[ψ]]‖2

0,e ∀ψ ∈ H1(Th)

‖ψh‖2
2,Th = ‖ψh‖2

1,Th +
∑
K∈Th

h2
K |ψ|22,K ∀ψ ∈ H2(Th) ,

(3.2)
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donde∇h es el operador gradiente a trozos y a0 es un parámetro fijo. Una desigualdad

inversa permite garantizar la existencia de una constante positiva C, independiente

del tamaño de la malla, tal que (ver [34, Seción 3.3.1]):

‖ψh‖2,Th ≤ C ‖ψh‖1,Th ∀ψh ∈ Wh . (3.3)

También, recordamos la versión a trozos de los embebimientos de Sobolev (2.2)

(ver e.g., [25, 39]): aqúı, existe una constante C̃Sob > 0 tal que

‖ψ‖0,q,Ω ≤ C̃Sob‖ψ‖1,Th ∀ψ ∈ H1(Th) , donde

 q ≥ 1 si d = 2 ,

q ∈ [1, 6] si d = 3.

(3.4)

Las respectivas versiones vectoriales de (3.1)-(3.4) son extendidas de forma natural.

3.0.2. Esquema de elementos finitos de Galerkin disconti-

nuo.

Para una aproximación de orden k ≥ 1 y una malla Th sobre Ω como en la sección

(3.0.1), sea Pk(K) el espacio local de polinomios de grado menor o igual a k sobre

K. Consideramos los siguientes espacios de dimensión finita

V h =
{

vh ∈H0(div ; Ω) : vh
∣∣
K
∈ [Pk(K)]d, ∀K ∈ Th

}
,

Qh =
{
qh ∈ L2

0(Ω) : qh
∣∣
K
∈ Pk−1(K), ∀K ∈ Th

}
,

Wh =
{
ψh ∈ L2(Ω) : ψh

∣∣
K
∈ Pk(K), ∀K ∈ Th

}
.

(3.5)

Notemos que V h es el espacio de divergencia conforme de elementos de BDM [9].

En esta ĺınea, basado en los espacios discretos (3.5), el método de elementos finitos

completamente de Galerkin discontinuo, proponemos el siguiente problema (2.6) :
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Encontrar (uh, ph, θh) ∈ V h ×Qh ×Wh, tal que

A S
h (uh,vh) + C S

h (uh; uh,vh) + BS(vh, ph) = DS(θh,vh),

BS(uh, qh) = 0 ,

A T
h (θh, ψh) + C T

h (uh; θh, ψh) = DT
θD

(ψh),

(3.6)

para todo (vh, qh, ψh) ∈ V h × Qh ×Wh. Aqúı, las formas bilineales discretas A S
h y

A T
h que usamos están basadas en el Método de Penalización Interior Simétrica [5] y

están dadas, respectivamente, por:

A S
h (uh,vh) =

∫
Ω

ν∇huh : ∇hvh −
∑
e∈Eh

∫
e

{{ν∇huh}} : [[vh]]

−
∑
e∈Eh

∫
e

{{ν∇hvh}} : [[uh]] +
∑
e∈Eh

a0

he

∫
e

ν [[uh]] : [[vh]] ,

(3.7)

y

A T
h (θh, ψh) =

∫
Ω

K∇hθh · ∇hψh −
∑

e∈Eih∪E
b
h,ΓD

∫
e

{{K∇hθh}} · [[ψh]]

−
∑

e∈Eih∪E
b
h,ΓD

∫
e

{{K∇hψh}} · [[θh]] +
∑

e∈Eih∪E
b
h,ΓD

a0

he

∫
e

[[θh]] · [[ψh]] ,
(3.8)

donde a0 es el parámetro de penalización interior suficientemente grande para que

A S
h y A T

h sean coercivas. A su vez, las formas trilineales asociadas a los términos

convectivos, no lineales, basadas en el enfoque de [31], están definidas por

C S
h (wh; uh,vh) =

∫
Ω

(wh ·∇h)uh ·vh +
1

2

∑
K∈Th

∫
∂K\Γ

(wh ·nK−|wh ·nK |)
(
ueh−uh

)
·vh,
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y

C T
h (wh; θh, ψh) =

∫
Ω

(wh ·∇hθh)ψh +
1

2

∑
K∈Th

∫
∂K\Γ

(wh ·nK −|wh ·nK |)
(
θeh− θh

)
ψh,

donde ueh y θeh representan las trazas de uh y θh, respectivamente, tomadas dentro

del exterior de K. Finalmente, el funcional DT
θD

está definido por

DT
θD

(ψh) =
∑

e∈Ebh,ΓD

∫
e

( a0

he
ψh −K∇hψh · n

)
θD . (3.9)

La forma bilineal BS y el funcional lineal DS son definidos por (2.8) y (2.10), res-

pectivamente.

3.0.3. Estimaciones discretas y propiedades de estabilidad.

En este punto se establecen propiedades clave de las formas definidas para el

esquema (3.6) requeridas para el análisis discreto. Su demostración puede encontrarse
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en los trabajos previos [25, 34, 35] y, por lo tanto, aqúı lo omitimos.

∣∣∣A S
h (uh,vh)

∣∣∣ ≤ C̃A S ‖uh‖1,Th ‖vh‖1,Th ∀uh,vh ∈ V h , (3.10)∣∣∣A S
h (u,vh)

∣∣∣ ≤ ĈA S ‖u‖2,Th ‖vh‖1,Th ∀u ∈ [H2(Th)]n ∀vh ∈ V h ,

(3.11)∣∣∣A T
h (θh, ψh)

∣∣∣ ≤ C̃A T ‖θh‖1,Th ‖ψh‖1,Th ∀ θh, ψh ∈ Wh , (3.12)∣∣∣A T
h (θ, ψh)

∣∣∣ ≤ ĈA T ‖θ‖2,Th ‖ψh‖1,Th ∀ θ ∈ H2(Th) ∀ψh ∈ Wh ,

(3.13)∣∣∣BS(vh, q)
∣∣∣ ≤ C̃BS ‖vh‖1,Th ‖q‖0,Ω ∀vh ∈ V h ∀ q ∈ L2

0(Ω) ,

(3.14)∣∣∣C S
h (wh; uh,vh)

∣∣∣ ≤ C̃CS ‖wh‖1,Th ‖uh‖1,Th ‖vh‖1,Th ∀wh,uh,vh ∈ V h , (3.15)∣∣∣C T
h (wh; θh, ψh)

∣∣∣ ≤ C̃C T ‖wh‖1,Th ‖θh‖1,Th ‖ψh‖1,Th ∀wh ∈ V h ∀ θh, ψh ∈ Wh .

(3.16)

También, es sabido que para un parámetro a0 , suficientemente grande, las formas

bilineales A S
h y A T

h son coercivas. más precisamente, existen constantes positivas,

independientes de h , α̃S y α̃T tales que

A S
h (vh,vh) ≥ α̃S‖vh‖2

1,Th ∀vh ∈ V h , y A T
h (ψh, ψh) ≥ α̃T‖ψh‖2

1,Th ∀ψh ∈ Wh

(3.17)

Con respecto a las forma bilineal Bs, recordamos de [27] la condición inf-sup discreta:

existe una constante β̃ > 0 , independiente de h, tal que

sup
vh∈V h
vh 6=0

BS(vh, qh)

‖vh‖1,Th
≥ β̃ ‖qh‖0,Ω ∀ qh ∈ Qh , (3.18)
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Como en el caso continuo, definimos el kernel discreto Xh de la forma bilineal BS

como

Xh =
{

vh ∈ V h : BS(vh, qh) = 0 , ∀qh ∈ Qh

}
=
{

vh ∈ V h : div vh = 0 en Ω
}
,

(3.19)

donde la última igualdad se sigue del hecho que V h ⊂ H0(div ; Ω) y div V h ⊂ Qh

(ver [? ]). Esta particularidad implica que Xh ⊂ H0(div 0; Ω). Y, ciertamente, de

acuerdo a [34] tenemos que

C S
h (wh; vh,vh) =

1

2

∑
e∈Eih

∫
e

|wh · ne| | [[vh]]| ≥ 0 ∀wh ∈H0(div 0; Ω) ,∀vh ∈ V h ,

(3.20)

C T
h (wh;ψh, ψh) =

1

2

∑
e∈Eih

∫
e

|wh · ne| | [[ψh]]| ≥ 0 ∀wh ∈H0(div 0; Ω) ,∀ψh ∈ Wh .

(3.21)

Notar, además, que las formas convectivas C S
h y C T

h no son lineales en su primer

argumento. Sin embargo, éstas safisfacen la siguiente propiedad de Lipschitz conti-

nuidad: Para todo wh, w̃h,uh ∈ [H2(Th)]d, θh ∈ H2(Th), vh ∈ V h y ψh ∈ Wh, existen

constantes positivas C̃S,LIP y C̃T,LIP que son independientes del tamaño de la malla,

de modo que

∣∣C S
h (wh; uh,vh)− C S

h (w̃h; uh,vh)
∣∣ ≤ C̃S,LIP‖wh − w̃h‖1,Th‖uh‖1,Th‖vh‖1,Th ,∣∣C T

h (wh; θh, ψh)− C T
h (w̃h; θh, ψh)

∣∣ ≤ C̃T,LIP‖wh − w̃h‖1,Th‖θh‖1,Th‖ψh‖1,Th .

(3.22)

En cuanto a las formas DS y DT
θD

definidas en (2.10) y (3.9), fácilmente se tiene
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que

∣∣∣DS(ψh,vh)
∣∣∣ ≤ C̃DS ‖g‖0,Ω ‖ψh‖1,Th ‖vh‖1,Th , ∀ψh ∈ Wh ,∀ vh ∈ V h , (3.23)∣∣∣DS(ψ,vh)
∣∣∣ ≤ ĈDS ‖g‖0,Ω ‖ψ‖2,Th ‖vh‖1,Th , ∀ψ ∈ H2(Th) ,∀ vh ∈ V h , (3.24)∣∣∣DT

θD
(ψh)

∣∣∣ ≤ C̃DT ‖θD‖1/2,ΓD
‖ψh‖1,Th , ∀ψh ∈ Wh . (3.25)

3.0.4. Estimaciones a priori

El problema reducido (2.23) a nivel discreto toma la siguiente forma: Encontrar

(uh, θh) ∈Xh ×Wh tal que:

A S
h (uh,vh) + C S

h (uh; uh,vh) = DS(θh,vh),

A T
h (θh, ψh) + C T

h (uh; θh, ψh) = DT
θD

(ψh)
(3.26)

para todo (vh, ψh) ∈Xh ×Wh.

En lo que sigue, derivaremos estimaciones a priori para la solución discreta del

problema (3.26).

Teorema 3.0.1. Sea (uh, θh) una solución para el problema (3.26). Entonces, las

siguientes estimaciones a priori se cumplen

‖uh‖1,Th ≤ C̃1(θD,g) y ‖θh‖1,Th ≤ C̃2(θD) , (3.27)

donde

C̃1(θD,g) =
C̃DS C̃DT

α̃S α̃T
‖g‖0,Ω ‖θD‖1/2,ΓD

y C̃2(θD) =
C̃DT

α̃T
‖θD‖1/2,ΓD

. (3.28)

Demostración. Supongamos que (uh, θh) es una solución para (3.26) y haciendo
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(vh, ψh) = (uh, θh) tenemos que

A S
h (uh,uh) + C S

h (uh; uh,uh) = DS(θh,uh),

A T
h (θh, ψh) + C T

h (uh; θh, θh) = DT
θD

(θh) .

(3.29)

Utilizando la elipticidad de las formas bilineales A S
h y A T

h (cf. (3.17)), la propiedad

de no negatividad de las formas trilineales discretas C S
h y C T

h (cf. (3.20)-(3.21)), y

la continuidad de DS y DT
θD

(cf. (3.23)-(3.25)) inmediatamente obtenemos

α̃S‖uh‖2
1,Th ≤ C̃DS ‖g‖0,Ω ‖θh‖1,Th‖uh‖1,Th ,

α̃T‖θh‖2
1,Th ≤ C̃DT ‖θD‖1/2,ΓD

‖θh‖1,Th .

(3.30)

Las estimaciones de (3.27) se obtienen simplificando y usando las cotas obtenidas de

‖θh‖1,Th para uh, con constantes C̃1(θD,g) y C̃2(θD) definidas como en (3.28).

3.0.5. Buen planteamiento del problema

Para establecer existencia de solución a nivel discreto, similarmente al caso con-

tinuo, definimos, primero, el conjunto cerrado Bh ⊂Xh ×Wh definido por

Bh :=
{

(wh, φh) ∈Xh ×Wh : ‖wh‖1,Th ≤ C̃1(θD,g) y ‖φh‖1,Th ≤ C̃2(θD)
}

(3.31)

donde C̃1(θD,g) y C̃2(θD) son las constantes dadas por (3.28). En segundo lugar, con-

sideramos la versión linealizada de (3.26): Dada (wh, φh) ∈ Bh, encontrar (uh, θh) ∈

Bh satisfaciendo

A S
h (uh,vh) + C S

h (wh; uh,vh) = DS(φh,vh) ,

A T
h (θh, ψh) + C T

h (wh; θh, ψh) = DT
θD

(ψh) ,

(3.32)

33



para todo (vh, ψh) ∈ Bh, o equivalentemente,

Awh
((uh, θh), (vh, ψh)) = Fφh(vh, ψh) ∀ (vh, ψh) ∈ Bh. (3.33)

donde,

Awh
((uh, θh), (vh, ψh)) = A S

h (uh,vh) + C S
h (wh; uh,vh) + A T

h (θh, ψh) + C T
h (wh; θh, ψh)

(3.34)

y

Fφh(vh, ψh) = DS(φh,vh) + DT
θD

(ψh) (3.35)

para todo (vh, ψh) ∈ Xh ×Wh. En este camino, la familia de problemas de punto

fijo a considerar está dada por: Encontrar (wh, ψh) ∈ Bh tal que

(wh, φh) = λLh(wh, φh) for each λ ∈ [0, 1] , (3.36)

donde el operador λLh está definido como

λLh : Bh −→ Bh

(wh, φh) 7−→ (uh, θh) := (λLh,1(wh, φh), λLh,2(wh, φh))

(3.37)

y (uh, θh) ∈ Bh satisface

Awh
((uh, θh), (vh, ψh)) = λFφh(vh, ψh) ∀ (vh, ψh) ∈ Bh (3.38)

Decimos, entonces, que los problemas (3.33) y (3.36) son equivalentes cuando λ = 1.

Ciertamente, primero necesitamos ver que (3.33) está bien definido o, equivalente-

mente, Lh está bien definido. En efecto, sea (wh, φh) ∈ Bh (cf. (3.31)) y notemos

que aplicando, de manera sencilla, las estimaciones discretas (3.10), (3.12), (3.15) y
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(3.16) seguidas de la Desigualdad de Cauchy-Schwarz en la definición de Awh
(cf.

(3.34)) obtenemos

∣∣Awh
((uh, θh), (vh, ψh))

∣∣
≤ 2 máx

{
C̃A S , C̃A T , C̃CS‖wh‖1,Th , C̃CS‖wh‖1,Th

}
‖(uh, θh)‖1,Th‖(vh, ψh)‖1,Th ,

≤ ‖Awh
‖ ‖(uh, θh)‖1,Th‖(vh, ψh)‖1,Th , ∀ (uh, θh) , (vh, ψh) ∈ Bh

(3.39)

donde ‖Awh
‖ es una constante independiente de h y

‖Awh
‖ = 2

(
1 + C̃1(θD,g)

)
máx{C̃A S , C̃A T , C̃CS , C̃CS}.

También, de (3.17), (3.20) y (3.21) deducimos que

Awh
((vh, ψh), (vh, ψh)) ≥ α̃ ‖(vh, ψh)‖2

1,Th ∀ (vh, ψh) ∈ Bh , (3.40)

donde α̃ = mı́n{α̃S, α̃T}. Además, Awh
es uniformemente continua y coerciva en Bh.

A su vez, usando la definición de Fφh (cf. (3.35)) notamos que

∣∣Fφh(vh, ψh)
∣∣ ≤ máx

{
C̃DS‖g‖0,Ω‖φh‖1,Th , C̃F‖θD‖1/2,ΓD

}
‖(vh, ψh)‖1,Th

≤ ‖Fφh‖ ‖(vh, ψh)‖1,Th ∀ (vh, ψh) ∈ Bh ,

(3.41)

donde ‖Fφh‖ es la constante independiente de h dada por

‖Fφh‖ =
(

1 + C̃2(θD)
)

máx{C̃DS‖g‖0,Ω, C̃DT ‖θD‖1/2,ΓD
} .

y aśı, Fφh es uniformemente acotada. Una aplicación sencilla del Lema de Lax-

Milgram [20, Lema 1.4] permite establecer el siguiente resultado.
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Lema 3.0.2. El operador Lh (cf. (3.37)-(3.38)) está bien definido. Además,

‖(uh, θh)‖1,Th = ‖(Lh,1(wh, φh),Lh,2(wh, φh))‖1,Th

≤ 1

α̃

(
1 + C̃2(θD)

)
máx{C̃DS‖g‖0,Ω, C̃DT ‖θD‖1/2,ΓD

} .
(3.42)

Ahora, estableceremos la Lipschitz continuidad del operador Lh.

Lema 3.0.3. El operador Lh : Bh → Bh definido por (3.37)-(3.38) es localmente

Lipschitz continuo, esto es, para todo (wh, φh) , (w̃h, φ̃h) ∈ Bh, se cumple

‖Lh(wh, φh)−Lh(w̃h, φ̃h)‖1,Th ≤ C̃LIP ‖(wh, φh) − (w̃h, φ̃h)‖1,Th , (3.43)

con C̃LIP > 0, independiente del tamaño de la malla, el cual es definido por

C̃LIP =

√
2

α̃
máx

{
C̃S,LIP C̃1(ν,K, θD,g), C̃T,LIP C̃2(ν,K, θD,g), C̃DS ‖g‖0,Ω

}
(3.44)

donde α̃ es la constante de coercividad de la forma bilineal Awh
(cf. (3.40)), C̃S,LIP

y C̃T,LIP son las constantes de Lipschitz de las formas discretas C S
h y C S

h (cf. (3.22)),

respectivamente, CDS es la constante que viene de (3.23) y C̃1(ν,K, θD,g) y C̃2(ν,K, θD,g)

están dadas por (3.28).

Demostración. Sea (wh, φh), (w̃h, φ̃h) ∈ Bh, entonces, del Lema 3.0.2, sean (uh, θh), (ũh, θ̃h) ∈

Bh los únicos elementos que satisfacen

(uh, θh) = L (wh, φh) y (ũh, θ̃h) = L (w̃h, φ̃h) . (3.45)

Con respecto a la definición de Lh, esto significa que (uh, θh) y (ũh, θ̃h) son las

correspondientes soluciones para (3.33), y usando la definición de (3.34) y (3.35),
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tenemos que

A S
h (uh,vh) + C S

h (wh; uh,vh) + A T
h (θh, ψh) + C T

h (wh; θh, ψh) = DS(φh,vh) + DT
θD

(ψh)

A S
h (ũh,vh) + C S

h (w̃h; ũh,vh) + A T
h (θ̃h, ψh) + C T

h (w̃h; θ̃h, ψh) = DS(φ̃h,vh) + DT
θD

(ψh) .

Restando ambas igualdades y realizando algunas manipulaciones algebraicas, obte-

nemos

A S
h (uh − ũh,vh) + C S

h (wh; uh − ũh,vh) + A T
h (θh − θ̃h, ψh) + C T

h (wh; θh − θ̃h, ψh)

= −C S
h (wh; ũh,vh) + C S

h (w̃h; ũh,vh)− C T
h (wh; θ̃h, ψh) + C T

h (w̃h; θh, ψh) + DS(φh − φ̃h,vh) .

Luego, de la definición de (3.34) obtenemos lo siguiente

Awh
((uh − ũh, θh − θ̃h), (vh, ψh)) = −C S

h (wh; ũh,vh) + C S
h (w̃h; ũh,vh)

−C T
h (wh; θ̃h, ψh) + C T

h (w̃h; θ̃h, ψh) + DS(φh − φ̃h,vh) , ∀ (vh, ψh) ∈ Bh .

(3.46)

En particular, tomando (vh, ψh) = (uh− ũh, θh− θ̃h) en (3.46), usando la coercividad

de Awh
(cf. (3.40)) y las estimaciones (3.22) y (3.25) se sigue que

α̃‖(uh − ũh, θh − θ̃h)‖2
1,Th ≤ Awh

((uh − ũh, θh − θ̃h), (uh − ũh, θh − θ̃h))

≤
∣∣∣C S

h (w̃h; ũh,uh − ũh)− C S
h (wh; ũh,uh − ũh)

∣∣∣ +
∣∣∣C T

h (w̃h; θ̃h, θh − θ̃h)− C T
h (wh; θ̃h, θh − θ̃h)

∣∣∣
+
∣∣DS(φh − φ̃h,uh − ũh)

∣∣
≤ C̃S,LIP‖wh − w̃h‖1,Th‖ũh‖1,Th‖uh − ũh‖1,Th + C̃T,LIP‖wh − w̃h‖1,Th‖θ̃h‖1,Th‖θh − θ̃h‖1,Th

+ C̃DS‖g‖0,Ω‖θh − θ̃h‖1,Th‖uh‖1,Th .
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Luego, simplificando, obtenemos

‖Lh(wh, θh)−Lh(w̃h, θ̃h)‖1,Th = ‖(uh − ũh, θh − θ̃h)‖1,Th

≤
√

2

α̃
máx

{
C̃S,LIP‖ũh‖1,Th , C̃T,LIP‖θ̃h‖1,Th , C̃DS‖g‖0,Ω

}
‖(wh − w̃h, θh − θ̃h)‖1,Th

≤ C̃LIP‖(wh − w̃h, θh − θ̃h)‖1,Th

donde C̃LIP > 0 es la constante independiente de h dada por (3.44) y obtenida de la

última estimación, después, usando el hecho que (uh, θh) ∈ Bh (cf. (3.31)).

Mostraremos, ahora, que para cualquier punto fijo del operador λLh (cf. (3.36)-

(3.38)), con 0 ≤ λ ≤ 1, el conjunto

{
(uh, θh) ∈ Bh : (uh, θh) = λLh(uh, θh) for λ ∈ [0, 1]

}
es uniformemente acotado (con respecto a λ). En efecto, con respecto a las definicio-

nes de λLh, Awh
y Fφh (ver (3.38), (3.34) and (3.35), respectivamente), con (uh, θh)

en lugar de (wh, φh), deducimos que

A S
h (uh,vh) + C S

h (uh; uh,vh) = λDS(θh,vh) ,

A T
h (θh, ψh) + C T

h (uh; θh, ψh) = λDT
θD

(ψh) ,

para todo (vh, ψh) ∈ Bh. Aśı que, reemplazando aqúı, (vh, ψh) = (uh, θh) y pro-

cediendo exactamente como en la derivación de las estimaciones (3.29)-(3.30) del

Teorema 3.0.1 tendremos que

α̃S‖uh‖2
1,Th ≤ λ C̃DS ‖g‖0,Ω ‖φh‖1,Th‖uh‖1,Th ≤ C̃1(θD,g) ,

α̃T‖θh‖2
1,Th ≤ λ C̃DT ‖θD‖1/2,ΓD

‖θh‖1,Th ≤ C̃2(θD) .

(3.47)

donde hemos usado el hecho de que (uh, θh) ∈ Bh y que λ ∈ (0, 1).
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En resumen, los lemas 3.0.2 y 3.0.3 establecen que Lh está bien definido y que es

un operador continuo, respectivamente. Adicionalmente, (3.47) , en espećıfico, indica

que cualquier punto fijo de λLh es uniformemente acotado con respecto a λ ∈ (0, 1).

Como resulado, dado que Lh es compacto (pues éste es un operador de rango finito),

el Teorema de Shaefer (cf. Teorema 2.1.3) nos garantiza que el operador Lh tiene

un punto fijo o, equivalentemente, el problema discreto (3.26) tiene una solución

(uh, θh) ∈ Bh ⊂ Xh ×Wh (cf. (3.31)). A continuación, estableceremos estos hechos

en el siguiente Teorema.

Teorema 3.0.4. Existe una solución (uh, θh) para (3.26).

Nuevamente, tal como en [18], destacamos que el Teorema 3.0.4 establece la

existencia de solución para (3.26) sin ninguna restricción sobre los datos. Como

en el caso continuo, además, podemos establecer unicidad de solución como una

consecuencia directa de la propiedad de Lipschitz continuidad del operador Lh. Si

(uh, θh) y (ũh, θ̃h) son, ambas, soluciones diferentes para el problema (3.26), entonces

se satisface que

(uh, θh) = Lh(uh, θh) y (ũh, θ̃h) = Lh(ũh, θ̃h) ,

pero, gracias al Lema (3.0.3), se tiene que

‖Lh(uh, θh)−Lh(ũh, θ̃h)‖1,Th = ‖(uh, θh)− (ũh, θ̃)h‖1,Th ≤ C̃LIP‖(uh, θh)− (ũh, θ̃h)‖1,Th

con C̃LIP la constante definida por (3.44) y, explćitamente, depende de los datos y

otras constantes, pero es independiente de h. Por lo tanto, para datos suficientemente

pequenos, la solución es única. Más precisamente, tenemos el siguiente resultado de

unicidad.

Teorema 3.0.5. Suponiendo que los datos son suficientemente pequenos, para los
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cuales, la constante C̃LIP (see (3.44)) satisface que C̃LIP < 1. Entonces, existe una

única solución (uh, θh) para (3.26).

De manera similar al caso continuo, el valor de la presión discreta es una conse-

cuencia de la condición de compatibilidad inf-sup (??) (ver [34, Lema 3.6], para más

detalles).

[u⊗ n]i,j = uinj, 1 ≤ i, j ≤ n. Para un lado (cara)
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Caṕıtulo 4

Análisis de error a priori

En este caṕıtulo procederemos a derivar las estimaciones de error a priori para el

esquema numérico introducido y analizado en la Sección 3.

4.1. Análisis del error a priori

Sean (u, p, θ) y (uh, ph, θh) soluciones para los problemas (2.6) and (3.6), respectiva-

mente, cuya existencia está garantizada sin ninguna restricción de datos, de acuerdo

al Teorema 2.1.7 y al Teorema 3.0.4 (ver también la parte final de la Sección 4 y

Sección 3), respectivamente, y satisafacen las cotas a priori (2.24) y (3.27). Además,

esas soluciones son únicas como se estableció en el Teorema 2.1.8 y el Teorema 3.0.5

suponiendo datos suficientemente pequeños para los cuales CLIP < 1 y C̃LIP < 1 (ver

ecuaciones (2.55) y (3.44)).

En el póximo análisis, supondremos, además, un requerimiento de regularidad adi-

cional

u ∈ [Hk+1(Ω)]d∩[H1
0 (Ω)]d∩X, p ∈ Hk(Ω)∩L2

0(Ω) y θ ∈ Hk+1(Ω) , for k ≥ 1.

(4.1)
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4.1. Análisis del error a priori

De esta manera, cuando reemplazamos la solución exacta (u, θ) en el problema dis-

creto (3.6) nos encontramos con la propiedad de consistencia

A S
h (u,vh) + C S

h (u; u,vh) = BS(vh, p) + DS(θ,vh),

A T
h (θ, ψh) + C T

h (u; θ, ψh) = DT
θD

(ψh),
(4.2)

para todo (vh, ψh) ∈ V h×Wh, la cual, se sigue del hecho que los saltos desaparecen en

los bordes, entre elementos, debido a la regularidad dada en (4.1), usando integración

por partes y las ecuaciones (2.3). Entonces, combinando (4.2) con las respectivas

relaciones discretas dadas por (3.6), obtenemos las propiedades de ortogonalidad de

Galerkin

A S
h (u−uh,vh) + C S

h (u; u,vh)−C S
h (uh; uh,vh)−BS(vh, p−ph)−DS(θ−θh,vh) = 0

(4.3)

para todo vh ∈ V h, y

A T
h (θ − θh, ψh) + C T

h (u; θ, ψh) − C T
h (uh; θh, ψh) = 0 (4.4)

para todo ψh ∈ Wh. Adicionalmente, establecemos a ΠBDM
h u , ΠL2

h p y a ΠL2

h θ como

la proyección BDM de u y las proyecciones de L2 en Qh para p y de L2 en Wh para

θ , y recordamos las siguientes propiedades de aproximación estándar (ver [9, 20]):

existe una constante positiva C, independiente del tamaño de la malla, tal que

‖u− ΠBDM
h u‖2,Th ≤ C hk‖u‖k+1,Ω ,

‖p− ΠL2

h p‖0,Ω ≤ C hk‖p‖k,Ω ,

‖θ − ΠL2

h θ‖2,Th ≤ C hk‖θ‖k+1,Ω .

(4.5)

Como es habitual, para obtener los errores de aproximación, los descomponemos
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4.1. Análisis del error a priori

como la suma de un error de proyección y un error discreto, a saber,

eu = u− uh =
(
u− ΠBDM

h u
)

+
(
ΠBDM
h u− uh

)
=: eΠ

u + ehu ,

ep = p− ph =
(
p− ΠL2

h p
)

+
(
ΠL2

h p− ph
)

=: eΠ
p + ehp ,

eθ = θ − θh =
(
θ − ΠL2

h θ
)

+
(
ΠL2

h θ − θh
)

=: eΠ
θ + ehθ .

(4.6)

Aśı, de la desigualdad triangular, las propiedades de aproximación (4.5) y la de-

sigualdad inversa (3.3), tenemos que

‖eu‖2,Th ≤ ‖eΠ
u‖2,Th + ‖ehu‖2,Th ≤ Chk‖u‖k+1,Ω + C‖ehu‖1,Th ,

‖ep‖0,Ω ≤ ‖eΠ
p ‖0,Ω + ‖ehp‖0,Ω ≤ Chk‖p‖k,Ω + C‖ehp‖1,Th ,

‖eθ‖2,Th ≤ ‖eΠ
θ ‖2,Th + ‖ehθ‖2,Th ≤ Chk‖θ‖k+1,Ω + C‖ehθ‖1,Th ,

(4.7)

lo que significa que la estimación de los errores de aproximación individuales eu, ep

and eθ se reducen para estimar los errores individuales discretos ehu, ehp and ehθ en

términos de las proyecciones del error eΠ
u , eΠ

p y eΠ
θ para mostrar una convergencia

óptima. Con esto, estamos en condiciones de afirmar y probar el resultado principal

de este caṕıtulo.

Teorema 4.1.1. Sean (u, p, θ) y (uh, ph, θh) las soluciones de los problemas (2.6)

y (3.6), respectivamente. Supongamos que los datos son suficientemente pequeños,

para los cuales CLIP < 1, C̃LIP < 1, y α̃ > 0 (cf. ecuaciones (2.55), (3.44), y (4.15)

abajo, respectivamente). Para k ≥ 1, supongamos, además, que u ∈ [Hk+1(Ω)]d ∩

[H1
0 (Ω)]d ∩X, p ∈ Hk(Ω) ∩ L2

0(Ω) y θ ∈ Hk+1(Ω). Entonces, existe una constante
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4.1. Análisis del error a priori

C > 0, independiente de h, tal que

‖u− uh‖2,Th + ‖θ − θh‖2,Th ≤ C hk
(
‖u‖k+1,Ω + ‖θ‖k+1,Ω

)
,

‖p− ph‖0,Ω ≤ C hk
(
‖p‖k,Ω + ‖u‖k+1,Ω + ‖θ‖k+1,Ω

)
.

(4.8)

Demostración. Comenzamos derivando una estimación para el error discreto de la

velocidad. Primeramente, notamos de (4.6) y de la propiedad de ortogonalidad de

Galerkin (4.3), con vh = ehu, que

A S
h (ehu, e

h
u) + C S

h (uh; e
h
u, e

h
u) = BS(ehu, p− ph) + DS(θ − θh, ehu)

+ A S
h (ΠBDM

h u, ehu) + C S
h (uh; ΠBDM

h u, ehu) − A S
h (u, ehu) − C S

h (u; u, ehu)

(4.9)

Pero BS(ehu, p − ph) = 0 , ya que ΠBDM
h u ∈ X de las propiedades del proyector

BDM (ver [9], por ejemplo) y uh es de divergencia nula. A continuación, sumando y

restando términos adecuados y reorganizándolos convenientemente, tenemos que

A S
h (ehu, e

h
u) + C S

h (uh; e
h
u, e

h
u) = DS(θ − θh, ehu)−A S

h (eΠ
u , e

h
u) − C S

h (uh; e
Π
u , e

h
u)

+
[
C S
h (uh; u, e

h
u)− C S

h (ΠBDM
h uh; u, e

h
u)
]

+
[
C S
h (ΠBDM

h u; u, ehu)− C S
h (u; u, ehu)

]
.

(4.10)

Ahora, en el lado izquierdo de (4.10) usamos la elipticidad de A S
h (cf. (3.17)) y la

propiedad de no negatividad de C S
h (cf. (3.20)) y en el lado derecho empleamos las

estimaciones discretas (3.24), (3.11) y (3.22) para obtener

α̃S‖ehu‖2
1,Th ≤ ĈDS ‖g‖0,Ω ‖eθ‖2,Th ‖ehu‖1,Th + ĈA S ‖eΠ

u‖2,Th‖ehu‖1,Th

+ C̃S,LIP

[
‖uh‖1,Th‖eΠ

u‖1,Th + ‖ehu‖1,Th‖u‖1,Th + ‖eΠ
u‖1,Th‖u‖1,Th

]
‖ehu‖1,Th .

Después, simplificando por ‖ehu‖1,Th , considerando que ‖eθ‖2,Th ≤ ‖eΠ
θ ‖2,Th+C‖ehθ‖1,Th

de acuerdo a (4.7), las estimaciones a priori (2.24) y (3.27) para u y uh, respectiva-
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4.1. Análisis del error a priori

mente, obtenemos

α̃S‖ehu‖1,Th ≤ ĈDS ‖g‖0,Ω ‖eΠ
θ ‖2,Th + CĈDS ‖g‖0,Ω ‖ehθ‖1,Th + ĈA S ‖eΠ

u‖2,Th

+ C̃S,LIP

[
C̃1(θD,g)‖eΠ

u‖1,Th + C1(ν,K, θD,g)‖ehu‖1,Th + C1(ν,K, θD,g)‖eΠ
u‖1,Th

]
,

y asociando términos apropiadamente, deducimos que

α̃S‖ehu‖1,Th ≤ CĈDS ‖g‖0,Ω ‖ehθ‖1,Th + C̃S,LIPC1(ν,K, θD,g)‖ehu‖1,Th

+
[
ĈA S + C̃S,LIPC̃1(θD,g) + C̃S,LIPC1(ν,K, θD,g)

]
‖eΠ

u‖2,Th + ĈDS ‖g‖0,Ω ‖eΠ
θ ‖2,Th .

(4.11)

Para derivar una respectiva estimación para el error discreto asociado a la tempe-

ratura, procedemos de manera similar como en (4.9)-(4.11). En efecto, observamos,

ahora, que de la propiedad de ortogonalidad de Galerkin (4.4) y ehθ en lugar de ψh

se cumple que

A T
h (ehθ , e

h
θ ) + C T

h (uh; e
h
θ , e

h
θ ) = A T

h (ΠL2

h θ, e
h
θ ) + C T

h (uh; ΠL2

h θ, e
h
θ )−A T

h (θ, ehθ )−C T
h (u; θ, ehθ ) ,

luego, sumando y restando términos, obtenemos

A T
h (ehθ , e

h
θ ) + C T

h (uh; e
h
θ , e

h
θ ) = −A T

h (eΠ
θ , e

h
θ ) − C T

h (u; θ − θh, ehθ ) + C T
h (uh; e

h
θ , e

h
θ )

+
[
C T
h (uh; θh, e

h
θ )− C T

h (ΠBDM
h u; θh, e

h
θ )
]

+
[
C T
h (ΠBDM

h u; θh, e
h
θ )− C T

h (u; θh, e
h
θ )
]
.

Gracias a la elipticidad de A T
h y la propiedad de no negatividad de C T

h (cf. (3.17)

y (3.21), respectivamente) aśı como las cotas (3.13) para A T
h y (3.22) para C T

h , el
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4.1. Análisis del error a priori

hecho que ‖ · ‖1,Th ≤ ‖ · ‖2,Th y, después, simplificando, deducimos que

α̃T‖ehθ‖1,Th ≤ ĈA T ‖eΠ
θ ‖2,Th + C̃T,LIP ‖u‖1,Th

[
‖eΠ

θ ‖2,Th + ‖ehθ‖1,Th

]
+ C̃T,LIP ‖uh‖1,Th ‖ehθ‖1,Th + C̃T,LIP ‖θh‖1,Th

[
‖eΠ

u‖2,Th + ‖ehu‖1,Th

]
.

Entonces, usando las esimaciones a priori para u, uh y θh proporcionadas por el

Teorema 2.1.2 y el Teorema 3.0.1, se sigue que

α̃T‖ehθ‖1,Th ≤
{
C̃T,LIP

[
C1(ν,K, θD,g) + C̃1(θD,g)

]}
‖ehθ‖1,Th + C̃T,LIPC̃2(θD)‖ehu‖1,Th

+ C̃T,LIPC̃2(θD)‖eΠ
u‖2,Th +

[
ĈA T + C̃T,LIPC1(ν,K, θD,g)

]
‖eΠ

θ ‖2,Th .

(4.12)

Establecemos las siguientes constantes, dependiendo sólo de datos y otras constantes,

pero todas éstas independientes del tamaño de la malla h, definidas por

C1(ν,K, θD,g) := CĈDS ‖g‖0,Ω + C̃T,LIP

[
C1(ν,K, θD,g) + C̃1(θD,g)

]
C2(ν,K, θD,g) := C̃S,LIPC1(ν,K, θD,g) + C̃T,LIPC̃2(θD)

C3(ν,K, θD,g) := ĈA S + C̃S,LIPC̃1(θD,g) + C̃S,LIPC1(ν,K, θD,g) + C̃T,LIPC̃2(θD)

C4(ν,K, θD,g) := ĈA T + C̃T,LIPC1(ν,K, θD,g) + ĈDS ‖g‖0,Ω

(4.13)

encontramos, combinando (4.11) y (4.12) que

α̃S‖ehu‖1,Th + α̃T‖ehθ‖1,Th ≤ C1(ν,K, θD,g)‖ehθ‖1,Th + C2(ν,K, θD,g)‖ehu‖1,Th

+C3(ν,K, θD,g)‖eΠ
u‖2,Th + C4(ν,K, θD,g) ‖eΠ

θ ‖2,Th .

(4.14)

y aśı, si los datos son lo suficientemente pequeños, para que las constantes C1(ν,K, θD,g)
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4.1. Análisis del error a priori

y C2(ν,K, θD,g) dadas por (4.13) satisfagan que

α̃ = mı́n
{
α̃T −C1(ν,K, θD,g) , α̃S −C2(ν,K, θD,g)

}
> 0 , (4.15)

podemos prescindir de los dos primeros términos de la derecha de la desigualdad

(4.14) con ayuda de los términos de la izquierda y obtener la estimación del error

discreto

‖ehu‖1,Th + ‖ehθ‖1,Th ≤ α̃−1C5(ν,K, θD,g)
[
‖eΠ

u‖2,Th + ‖eΠ
θ ‖2,Th

]
(4.16)

donde la constante C5(ν,K, θD,g), definida como

C5(ν,K, θD,g) = máx
{
C3(ν,K, θD,g),C4(ν,K, θD,g)

}
, (4.17)

Sólo depende de los datos y otras constantes, pero todas éstas, independientes del

tamaño de la malla h de acuerdo a (4.13). Finalmente, la estimación de error a priori

para la velocidad y la temperatura (primera expresión de (4.8)) fácilmente, se sigue

combinando (4.16) con (4.7) y las propiedades de aproximación del proyector BDM

y el proyector L2 establecido en (4.5).

Nuestro objetivo es, ahora, derivar la estimación de error a priori para la presión

y, de manera similar al caso de la velocidad y la temperatura, el objetivo es acotar

apropiadamente el error discreto, ‖ehp‖0,Ω en términos de la proyección del error

‖eΠ
p ‖0,Ω. Para comenzar, notemos de la condición inf-sup discreta (??) con qh = ehp ,

usando, entonces, que ehp = eΠ
p − ep y, consecuentemente, empleando la cota (3.14)
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4.1. Análisis del error a priori

para BS, encontramos que

β̃ ‖ehp‖0,Ω ≤ sup
vh∈V h
vh 6=0

BS(vh, e
h
p)

‖vh‖1,Th
≤ sup

vh∈V h
vh 6=0

BS(vh, e
Π
p )

‖vh‖1,Th
+ sup

vh∈V h
vh 6=0

BS(vh,−ep)
‖vh‖1,Th

≤ C̃BS ‖eΠ
p ‖0,Ω + sup

vh∈V h
vh 6=0

BS(vh,−ep)
‖vh‖1,Th

(4.18)

Ahora, para manejar el segundo término en el lado derecho de la última expresión,

usamos la relación de ortogonalidad de Galerkin (4.3) y, después, sumando y restando

C S
h (uh; u,vh) se sigue que

BS(vh,−ep) = −A S
h (eu,vh) − C S

h (u; u,vh) + C S
h (uh; uh,vh) + DS(eθ,vh)

≤ −A S
h (eu,vh) −

[
C S
h (u; u,vh) − C S

h (uh; u,vh)
]
− C S

h (uh; eu,vh) + DS(eθ,vh) .

De esta manera, una aplicación sencilla de las estimaciones (3.11), (3.22) y (3.24)

produce

BS(vh,−ep) ≤ ĈA S ‖eu‖2,Th ‖vh‖1,Th + C̃S,LIP ‖eu‖1,Th ‖u‖1,Th ‖vh‖1,Th

+ C̃S,LIP ‖uh‖1,Th ‖eu‖1,Th ‖vh‖1,Th + ĈDS‖g‖0,Ω ‖eθ‖2,Th ‖vh‖1,Th .

(4.19)

Por lo tanto, después, reemplazando (4.19) en (4.18), simplificando por ‖vh‖1,Th ,

haciendo mención a las estimaciones a priori (2.24) y (3.27) para u y uh, respecti-

vamente, usando el hecho que ‖ · ‖1,Th ≤ ‖ · ‖2,Th en H2(Th) y agrupando términos,

obtenemos

‖ehp‖0,Ω ≤ β̃−1C̃BS ‖eΠ
p ‖0,Ω + β̃−1C6(ν,K,g, θD)

[
‖eu‖2,Th + ‖eθ‖2,Th

]
, (4.20)
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4.1. Análisis del error a priori

donde

C6(ν,K, θD,g) = máx
{
ĈA S + C̃S,LIP

[
C1(ν,K, θD,g) + C̃1(θD,g)

]
, ĈDS‖g‖0,Ω

}
.

(4.21)

El resultado se sigue, reemplazando (4.20) en (4.7), usando la propiedad de aproxi-

mación del proyector L2 y la estimación para ‖eu‖2,Th + ‖eθ‖2,Th obtenida en la

primera parte de la demostración. Otra vez, es claro que la constante que resulta en

la estimación del error a priori sólo depende de los datos y otras constantes, pero

todas son independientes de h.
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Caṕıtulo 5

Resultados numéricos

En esta sección se presenta un par de ejemplos que ilustran el buen comportamien-

to del método de Galerkin completamente no conforme (3.6) construido y analizado

en la Sección 3 para aproximar las soluciones del sistema de Boussinesq estacionario

(2.3) y para confirmar los radios de convergencia teóricos (4.8) preestablecidas por

la teoŕıa, de acuerdo al Teorema 4.1.1.

El primer ejemplo que, a continuación se presenta, es un problema con una solución

manufacturada y suave, que considera sólo condiciones de Dirichlet no homogénea

para la temperatura mientras que el el tercero, se trabaja en un dominio que involucra

condiciones de frontera f́ısica, tal como en (2.5); como un caso más general, el cual

fue analizado en el presente trabajo.

La implementación computacional fue llevada a cabo por medio del sotfware Free-

Fem++ (ver [28]) y el solucionador lineal UMFPACK (ver [19]). Los errores expe-

rimentales y las tasas de convergencia para el campo vectorial de la velocidad, para

la presión y la temperatura, son el resultado de iteraciones basadas en el método

de Picard como estrategia de punto fijo sobre una familia de triangulaciones Th del

dominio respectivo. Este proceso finaliza cuando el error relativo de los coeficientes
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5.1. Ejemplo 1: un vórtice en el cuadrado unitario

de dos vectores iterados consecutivos es suficientemente pequeño, esto es:

||coeffm+1 − coeffm||l2
||coeffm+1||l2

≤ tol,

donde tol es una tolerancia espećıcifa y || · ||`2 representa la norma euclidiana `2 en

RN con N denotando el número total de grados de libertad definido por la familia

de elementos finitos (V h, Qh,Wh) especificada en la Sección 3.0.2 con k = 1, esto

es, la velocidad u, la presión p y la temperatura θ son aproximadas mediante los

subespacios discretos BDM1, P0(Th) y Pdisc
1 (Th), respectivamente, donde el primero

corresponde al espacio de elementos finitos Brezzi-Douglas-Marini de primer orden, el

segundo, a funciones constantes a trozos y el último a polinomios lineales discontinuos

a trozos. En todos los casos, hemos elegido el parámetro de penalización como a0 = 5.

Los errores experientales individuales y los radios de convergencia asociados a cada

variable están dados por

e(u) := ‖u− uh‖1,Th , e(p) := ‖p− ph‖0,Ω , e(θ) := ‖θ − θh‖1,Th ,

r(u) :=
log(e(u)/e(u)′)

log(h/h′)
, r(p) :=

log(e(p)/e(p)′)

log(h/h′)
, r(θ) :=

log(e(θ)/e(θ)′)

log(h/h′)
,

donde h y h′ denotan el tamaño de dos mallas consecutivas con sus respectivos errores

e y e′.

5.1. Ejemplo 1: un vórtice en el cuadrado unitario

En el primer ejeplo, trabajamos sobre el dominio Ω = (0, 1)2 y los parámetros

f́ısicos ν = 1, K =

1 0

0 1

 y g = (0,−1)t. Las soluciones manufacturadas están
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5.1. Ejemplo 1: un vórtice en el cuadrado unitario

dadas por

u(x, y) = (u1(x, y),u2(x, y)) , θ(x, y) = u1(x, y) + u2(x, y) ,

p(x, y) = rs sin
(2π(erx − 1)

er − 1

)
sin
(2π(esy − 1)

es − 1

) erx+sy

(er − 1)(es − 1)
,

donde,

u1(x, y) =
sesy

2π(es − 1)

(
1− cos

(
2π(erx − 1)

er − 1

))
sin

(
2π(esy − 1)

es − 1

)
,

u2(x, y) =
−rerx

2π(er − 1)

(
1− cos

(
2π(esy − 1)

es − 1

))
sin

(
2π(erx − 1)

er − 1

)
,

con r, s > 0. Aqúı, el campo vectorial de velocidad u es similar a un vórtice en sentido

antihorario en un cuadrado unitario cuyas coordenadas dependen de la elección de

los parámetros r y s (cf. [14, 38]). En nuestro ejemplo, consideramos r = 3.5 y

s = 9.1 que corresponde a un vórtice ubicado cerca de la esquina superior derecha

del dominio. La Tabla 5.1 presenta los errores y los radios de convergencia obtenidos

con una tolerancia fija tol < 1E− 06. Aqúı confirmamos que los errores individuales

de todas las variables decrecen de manera óptima con un orden O(h) y convergencia

como la descrita por el Teorema 4.1.1 con k = 1 y que las velocidades discretas son

de divergencia nula (ver novena columna). En la Figura 5.1 mostramos las ĺıneas

de corriente de la velocidad uh, la presión ph y la temperatura θh obtenida con una

malla para la cual N = 89920 correspondiente a los grados de libertad.
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5.2. Ejemplo 2: un caso de capa ĺımite

Aproximación de elementos finitos BDM1 − P0(Th)− Pdisc
1 (Th)

N h e(u) r(u) e(p) r(p) e(θ) r(θ) ‖div uh‖∞,Ω Iter

2064 0.1179 16.5374 - 3.6655 - 17.8977 - 3.0407e-11 11
3648 0.0884 14.0742 0.5606 2.8195 0.9121 14.4985 0.7322 2.5919e-11 5
8160 0.0589 9.8316 0.8848 2.1387 0.6815 9.8172 0.9616 2.6303e-11 6
32448 0.0295 4.3685 1.1937 1.2322 0.8203 4.3631 1.1783 2.4174e-11 32
57600 0.0221 3.1019 1.1902 0.9599 0.8681 3.1290 1.1557 2.2162e-11 17
89920 0.0177 2.3862 1.1711 0.7849 0.9094 2.4276 1.1330 2.2453e-11 8

Cuadro 5.1: Ejemplo 1: Historial de convergencia para el sistema de Boussinesq
usando la familia de Galerkin completamente no conforme BDM1−P0(Th)−Pdisc

1 (Th)
(k = 1).

5.2. Ejemplo 2: un caso de capa ĺımite

Para el siguiente ejemplo, se trabaja con un dominio poligonal Ω = (−0.5, 1.5)×

(0, 2) y cuyas funciones están dadas por:

u(x, y) =

 1− elx cos(2πy)

1
2π
lelx sin(2πy)

 , p(x, y) = −1

2
e2lx − p̃ , θ(x, y) = x2y2 + 1

donde

p̃ =
1

|Ω|

(∫
Ω

−1

2
e2lx

)
y l =

−8π2

ν−1 +
√
ν−2 + 16π2

De manera similar, se especifica en la siguiente tabla, las tasas de convergencia

y errores para cada parámetro de estudio, con respecto al ejemplo de capa ĺımite.
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5.2. Ejemplo 2: un caso de capa ĺımite

Figura 5.1: Ejemplo 1: Ĺıneas de corriente de la velocidad uh, presión ph y tem-
peratura θh del sistema de Boussinesq obtenida con la familia de elementos finitos
discontinuos BDM1 − P0(Th)− Pdisc

1 (Th) (k = 1) y N = 89920 grados de libertad.

Aproximación de elementos finitos BDM1 − P0(Th)− Pdisc
1 (Th)

N h e(u) r(u) e(p) r(p) e(θ) r(θ) ‖div uh‖∞,Ω Iter

268 0.7454 69.2488 - 68.727510 - 2.3310 - 1.2143e-10 10
1110 0.3802 44.2415 0.6655 27.8620 1.3411 1.1940 0.9937 1.0312e-10 14
4278 0.1901 23.2840 0.9261 17.8646 0.6412 0.5908 1.0150 1.4288e-10 10
17040 0.0951 11.3471 1.0376 9.7550 0.8734 0.2923 1.0161 1.5166e-10 18
67792 5.5933 0.5820 1.2096 4.7596 1.2271 0.1517 1.1217 1.5439e-10 34

Cuadro 5.2: Ejemplo 2: Historial de convergencia para el caso de capa ĺımite usando la
familia de Galerkin completamente no conforme BDM1−P0(Th)−Pdisc

1 (Th) (k = 1).
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5.2. Ejemplo 2: un caso de capa ĺımite

Figura 5.2: Ejemplo 2: Ĺıneas de corriente de la velocidad uh, presión ph y tempera-
tura θh para el caso de capa ĺımite con la familia de elementos finitos discontinuos
BDM1 − P0(Th)− Pdisc

1 (Th) (k = 1) y N = 89920 grados de libertad.
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5.3. Ejemplo 3: flujo estacionario en una cavidad cuadrada.

5.3. Ejemplo 3: flujo estacionario en una cavidad

cuadrada.

En este ejemplo consideramos un problema de flujo estacionario en el cuadrado

unitario (0, 1)2 con condiciones de frontera f́ısica

u = 0 sobre Γ , θ =

0 sobre Γ
(1)
D

4y(1− y) sobre Γ
(2)
D

and
∂θ

∂n
= 0 sobre ΓN ,

(5.1)

donde la condición de frontera Dirichlet ΓD = Γ
(1)
D ∪ Γ

(2)
D con

Γ
(1)
D = {(x, y) ∈ R2 : x = 0 y 0 ≤ y ≤ 1 , or y = 0 y 0 ≤ x ≤ 1 } ,

Γ
(2)
D = {(x, y) ∈ R2 : x = 1 y 0 ≤ y ≤ 1 } ,

y la condición de frontera Neumann está definida por

ΓN = {(x, y) ∈ R2 : y = 1 y 0 ≤ x ≤ 1 } .

En este ejemplo, establecemos K como un tensor identidad, ν = 0.5 y g = (0,−1)t.

Dado que, en este caso, se conoce una solución no anaĺıtica, calcularemos los errores

y las tasas de convergencia considerando la solución discreta obtenida con una malla

más fina. (N = 273554) como la solución exacta. En la Tabla 5.3, especificamos los

resultados obtenidos para la sucesión de triangulaciones uniformes considerando la

familia de elementos finitos discontinuos BDM1 − P0(Th)− Pdisc
1 (Th). Una vez más,

se observa que la tasa de convergencia O(h) es obtenida para todas las incógnitas, de

acuerdo con el Teorema 4.1.1 y que las velocidades discretas son de divergencia nula.

Mostramos, por lo tanto, en la Figura 5.3 la velocidad aproximada, la presión y la

temperatura. Nuestros resultados coinciden con [38]. Todas las imágenes presentadas
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5.3. Ejemplo 3: flujo estacionario en una cavidad cuadrada.

aqúı son obtenidas con N = 67792 grados de libertad.

Aproximación de elementos finitos BDM1 − P0(Th)− Pdisc
1 (Th)

N h e(u) r(u) e(p) r(p) e(θ) r(θ) ‖div uh‖∞,Ω Iter

268 0.7454 6.3201 - 5.6810 - 1.0258 - 1.2190e-12 15
1110 0.3802 3.6201 0.8277 4.3212 0.4067 0.5852 0.8337 1.9250e-15 12
4278 0.1901 1.9850 0.8669 2.5850 0.7412 0.3192 0.8749 1.6210e-14 12
17040 0.0951 1.0875 0.8686 1.4652 0.8195 0.1724 0.8888 1.8870e-14 13
67792 0.0530 0.5820 1.0690 0.8789 0.8739 0.1002 0.9279 1.6988e-13 12

Cuadro 5.3: Ejemplo 3: Historial de convergencia para el flujo estacionario en
una cavidad cuadrada usando la familia de Galerkin completamente no conforme
BDM1 − P0(Th)− Pdisc

1 (Th) (k = 1).
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5.3. Ejemplo 3: flujo estacionario en una cavidad cuadrada.

Figura 5.3: Example 3: Ĺıneas de corriente de la velocidad uh, presión ph y tempe-
ratura θh del flujo estacionario en una cavidad cuadrada obtenida con la familia de
elementos finitos discontinuos BDM1 − P0(Th) − Pdisc

1 (Th) (k = 1) y N = 89920
grados de libertad.
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method for the Boussinesq problem with temperature-dependent viscosity. Calcolo, vol.

55, 3, pp. 1–42, (2018)

[4] J.A. Almonacid, G.N. Gatica and R.Oyarzúa , A posteriori error analysis of
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